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P1. Considere un campo escalar radial
f:R3\ {0} =R
7= (z,y,z) = [f(r),
donde r = ||7]] = /22 4 y% + 22. Suponga que f es suficientemente diferenciable, continuamente.

a) (0.5 pts.) Obtenga una expresién para el gradiente V f.

b) (1.0 pts.) Obtenga una expresién para el laplaciano Af.

C

d

)
)
) (0.5 pts.) Verifique que si f(r) = %7 entonces Af =0 en R?\ {0}.
)

(1.0 pts.) Demuestre que para todo n > 1,

e) (1.5 pts.) Calcule el rotacional

f) (1.5 pts.) Sea 1 € R? fijo. Considere #(7) = @ x 7. Demuestre que

V x ¥ = 2.

Solucion

a) Notar que:

or 2z =z
0 2 /xZ+y2+22 T
y Oor =z

Analdga: etear
n mente — ==, — =
s oy r’ 0z r

(0.3 pts.)
Luego, por regla de la cadena
O G580
dxr  Or Oz 7f(r)r
tmismo 2 = ¥ 9 _ pnZ :
Asfmismo 9y f (T)T, 9 — f (r)r. Con esto:
_(9f of af) _ f'(r) _ ).
vf_(@x’ay’az>_ r (xay72)_ r r
(0.2 pts.)

b) Usando la parte anterior y por propiedad de la divergencia tenemos:

Af=V-(Vf)=V- <fl(’")f) = <v <fl(’"))> P AR (1)

r r
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Ahora bien, por regla del cociente (en su versién de varias variables):
"(r 1 ,

v(H2) - S @0 - 6w

1 1" =4

_ (Tf (T)F— fl(r):>

Control 1 (Pauta)

7 7
[, )
T2 T
/ f'(r) : r
donde usamos que V(f'(r)) = =7 por parte anterior, y Vr = —
r F
(o
Reemplazando en (1):
! /
Af = (v (f (H)) rr IOy
T T
1 ! !
i PO i) IS il
2 7 F
/ /
o)~ L0 4 40
f'(r)
— 1 2
£r) + 22
. 1 ! 1!
c) Sif(r)= - entonces f'(r) = 2V f'r)=—=
Por parte anterior:
fiir) _ 22
d) Sean > 1. Notar que " = (22 + y2 + 22)™/2, luego:
8(;“ ) _ g(xz b2 422512 = n(a? 4o+ 22) Tr = 2
x
Anélogamente:
or™) _ e OUT) o
oy nr "%y, 5, —
Con esto:
2p

.4 pts.)

(0.3 pts.)

(0.3 pts.)

(0.2 pts.)

(0.7 pts.)

(0.3 pts.)




e) Por definicién:

T XN = X (O IO =| & B B
1) [0 10
— (2 - ()
- (5002 - 5 7012)) 3
+ (5ol - 50 ) i

Usando el célculo en (a), lo anterior es:

(1.2 pts.)

Indicacién: Si no se hizo la parte (a) e hicieron aqui el célculo correspondiente, distribuir
el puntaje a discrecién.

f) Tenemos:

ik A
WX T=|w wy wz|=(w2z—wsy)l— (wiz—wsx)])+ (w1y — wax) k
T Yy oz
(0.5 pts.)
Luego
T d d d
V X v = 5z Biy 52
WoZ —W3Y W3T — Wiz W1Y — Wax
= <£J(w1y — wox) — %(ng — wlz)> i
0 0 R
- (M(Uhy — wax) — &(wzz - w3y)) J
0 0 R
+ (am(wga: —wyz) — a—y(wgz — wgy)> k
= (w1 — —w1) i — (—wp — w2) j + (w3 — —ws3) k
2(211}1, 2’(1)2, 211}3)
=2
(1.0 pts.)
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P2. a) (2.0 pts.) Sea

F(z,y) = 2z + y?)i + 3y — 42)J.

Calcule la integral / F~df’, donde I" es la curva dada por la lenteja formada en el primer cuadrante
r

por las ecuaciones y = 2

yz =y
b) Considere el campo vectorial dado por:

- B x yarctan(z?) \ . Y rarctan(z?)\ . -
F(xvyﬂz)<x2+y2 /$2+y2 t+ x2+y2+ /Jf2+7y2 J+Zk

1) (1.0 pts.) Muestre (justificando apropiadamente) que el campo F se escribe en coordenadas
cilindricas como:

L1 A
F = —jp+ arctan(2?)0 + zk
p

Indicacién: Recuerde que p = cos 67 +sinfj y 6 = —sin 0 + cos 07
2) (1.0 pts.) Calcule div (F).
3) (1.5 pts.) Si T es la circunferencia que resulta de intersectar la esfera centrada en el origen

y radio R con el plano z = H (con |H| < R), calcule la integral de trabajo / F - dF.
r

4) (0.5 pts.) (Es F un campo conservativo? Justifique su respuesta.

Solucion
a) La curva I' es una curva cerrada en el primer cuadrante formada por la unién de dos curvas:
» Ty y =22, desde (0,0) hasta (1,1),
» Ty: 2 =42, desde (1,1) hasta (0,0).
Por un lado I'y se parametriza por
Fl(t) = (ta t2) te [07 1]
(0.2 pts.)
Luego
Foar= [ Fe@) Twa= [ (2F0). (1) a
S b dt =)y \3t2—at) \2
1
:/ 2t + t* + 6t — 8t3dt
0
1 1 1
=14+ —-+4+6-—8-
+ 5 + 4 3
L
30
(0.7 pts.)
Por otro lado I'; se parametriza por:
() = (t-1)>%t-1) telo1]
(0.2 pts.)
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Luego

oo Gon [ G ) ()

_/16(t 1)3 +3(t — 1) — 4(t — 1)%dt
0

— et gl yl
T4 T2 73
2
-3
(0.7 pts.)
Por lo tanto:
o = 1 5 49
F.dr= FdF—l—/FdF:f_,__i
/I‘ r; Ty 30 3 30
(0.2 pts.)
b) 1) Ordenando se tiene que:
- 1 arctan(z?) -
Flx,y,2) = ——= (v1+v)) + ——= (—yt + x)) + zk
(@,9,2) = 77 (@ +4)) \/m(y 7)
(0.4 pts.)

Usando z = pcos(f), y = psin(f) se obtiene:
= 1 o
F(z,y,z) = p (cos(0)i + sin(f)7) + arctan(z?) (— sin(#)i + cos(6)7) + zk

(0.4 pts.)
Usando la indicacién se obtiene:

= 1 A
F = —p+ arctan(2?)0 + 2k
p

(0.2 pts.)
2) Usando que la expresién de la divergencia con las variables (p, 8, z) viene dada por:

. A 1 0] 0 0
le (F) = W |:8p(th9hz) + %(hnghz) =+ &,(hthFz):|

Sabiendo que h, = 1,hg = p y h, = 1 la expresién previa, en este caso, se reduce a:

div (F) :% {aap(Fpp) + %(Fe) + gz(sz)}
(0.5 pts.)
En este caso
. = 1]o0
div (F)) :; [8,0(1) + — (arctan(z?)) + 8(pz)] =1l
(0.5 pts.)

3) Esta circunferencia se describe en cilindricas como z = H, p = v R?2 — H?, es decir, su
parametrizacion es:

7(0) = (V R? — H2cos(9), vV R? — H?sin(0), H), 6 € [0,2n)
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(0.5 pts.)
Derivando, se tiene que:

%(9) = (—v/R? — H2sin(9), V/R? — H2 cos(6),0) = v/R? — H2)

(0.5 pts.)
Asi, el trabajo pedido se calcula como:
2T
/ F.drf = / F-\/R? — H20df = 27/ R? — H? arctan(H?)
r 0
(0.5 pts.)

4) Dado que la integral de trabajo sobre una curva cerrada no es cero, eso implica que el
campo no es conservativo.

(0.5 pts.)
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P3. Considere la curva I' parametrizada por
7(t) = (acost, asint, bt) t € [0,27],

donde a,b > 0, y el campo vectorial

—

F(xayaz) = (7y7 Z, Z)

(a) (2.0 pts.) Verifique que I' es una curva regular y calcule su longitud en el intervalo [0, 27].

(b) (2.0 pts.) Calcule la integral de linea
/ zds.
r

(¢) (2.0 pts.) Calcule el trabajo realizado por F a lo largo de T, es decir,

/ﬁ~dﬁ
T

Solucién
(a) Calculamos la derivada de 7
7'(t) = (—asint, acost, b).

Su norma es

7' @) = \/(—asilmf)2 + (acost)? + b2 = \/a2 sin?t + a2 cos?t + b2 = \/(12 + b2,

Como a > 0y b > 0, se tiene ||7'(t)|| = Va? + b2 > 0 para todo t € [0, 27], por lo que T es
una curva regular.

(1.0 pts.)
Calculamos ahora la longitud:
2 2m
L= / 17 (4)]] dt = / VLR dt = 2/ L 2.
0 0
(1.0 pts.)
(b) Sobre la curva, z = bt y ds = |7/ (t)|| dt = Va? + b2 dt.
Luego,
2m
/zds:/ bt - a2+ b2 dt
r 0
(1.0 pts.)

Calculando la integral:

27 t2
/ bt/ a2 + b2 dt = b/ a? + b2 [2]
0

2
2 2

=bva?+ bz(%) = bv/a? + b227%.

0
Por lo tanto,
/zds =212 by/a2 4+ b2.

r
(1.0 pts.)
(¢) Evaluamos el campo sobre la curva. Con & = acost, y = asint y z = bt, se obtiene

F(f(t)) = (—asint, acost, bt).

(0.3 pts.)
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Recordando que 7/(t) = (—asint, acost, b), el producto punto resulta
F(F1))-7'(t) = (—asint)(—asint) + (acost)(acost) + (bt)(b)
= a?sin®t 4 a® cos® t + b%t
=a® + bt
(1.0 pts.)
Finalmente,
. 2m
/ F.di= / (a® + b%t) dt
T 0
t2 27
= [azt + b7 ]
2 1o
= 2ma? + 27%b?
(0.7 pts.)
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