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Pauta de correccién Control 1

f(x)

Sea h: [0,1] — R dada por h(z) = ——=.

9(x)

a) (3,0 pts.) Justifique que h alcanza su maximo en un punto del intervalo (0, 1).

P1. Sean f,g: [0,1] — [0,+00) funciones continuas en [0,1] y derivables en (0,1). Supongamos que f(0) = f(1) = 0y que
f(z) > 0 para todo = € (0,1). Ademés, supongamos que g(x) > 0 para todo x € [0, 1].

Solucion

La funcién h es continua, ya que es el cociente de las funciones continuas f y g.
(0,5 pts. por justificar que h es continua)
Ademds, h estd definida en un intervalo cerrado y acotado.
(0,5 pts. por notar que el dominio de h es un intervalo cerrado y acotado)
Asi, gracias al teorema de Weierstrass, h alcanza su méximo en un punto Z € [0, 1].
(0,5 pts. por usar el teorema de Weierstrass)
Solo falta ver que Z € (0,1). Para esto, primero notamos que h(Z) > 0. En efecto, si z € (0,1), por hipdtesis
sabemos que f(z) > 0.Combinando esto con la definicién de méximo, resulta:
fx) 0

h#) 2 h@) = o5 > s =0

(0,5 pts. por mostrar que h(Z) > 0)
Por otro lado,

© _ o0
ho)=L22 =~ —¢
=50 T 6
fa _ 0
r)=1322— 2 g
W=m ~am
(0,5 pts. por obtener que h(0) = h(1) = 0)
Como h(Z) > 0, vemos que T no puede ser 0 ni 1, por lo que Z € (0, 1). (0,5 pts. por concluir)

\.

b) (3,0 pts.) Concluya que existe Z € (0, 1) tal que f'(Z)g(z) — f(z)g'(z) = 0.

Solucion

Sabemos que el punto Z hallado en la parte anterior es un maximo local de la funcién h.

(0,5 pts. por notar que Z es un maximo local)
Ademsds, tenemos que h es derivable en (0, 1) porque es el cociente de las funciones f y g, ambas derivables en
(0,1). En particular, h es derivable en Z. (0,6 pts. por argumentar que h es derivable en )
Asi, la regla de Fermat muestra que h'(Z) = 0. (0,8 pts. por usar la regla de Fermat)
Usando la regla del cociente, tenemos que

(0,6 pts. por usar la regla del cociente)
Simplificando, se deduce que f'(Z)g(Z) — f(Z)g'(z) = 0. (0,5 pts. por concluir)
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a) (3,0 pts.) Sean a > 2y n € N\ {0,1}. Demuestre que el polinomio P: R — R dado por P(z) = 2™ — ax + 1 tiene

una raiz en el intervalo [é, %]



Solucion

Veremos que P cambia de signo en el intervalo [1, 2], Tenemos que

1 1 1 L
P (—> Se—= ¢ +1=—2>0 (0,7 pts. por mostrar que P (—> > 0)
a a a a -
P (—> = <_) _ +1= (-) —-1<L0, (0,5 pts. por decir que P <—> <0)
a a a a -

n

2 2
donde la idltima desigualdad sale de que a > 2, por lo que — < 1y, por lo tanto, (—) <1
a a

(0,4 pts. por justificar la desigualdad)
Concluimos que P cambia de signo en el intervalo [, 2].
(0,2 pts. por notar que P cambia de signo en [%, %])

Ademsds, P es continuo en este intervalo, ya que es un polinomio.
(0,4 pts. por justificar que P es continuo en [%, %])

Asi, el teorema de los valores intermedios muestra que existe T € [i, %] tal que P(z) = 0.

(0,8 pts. por obtener que P tiene una raiz en [%, %])
Esto es, P tiene una raiz en el intervalo [%, %]
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b) (3,0 pts.) Calcule el limite
, arctan(z) —x
lim —————
a—0  send(x)

Solucion

Notemos que este limite es de la forma 0/0, por lo que usaremos la regla de ’'Hopital.

(0,3 pts. por notar que el limite es de la forma 0/0)
Para esto, notamos que las funciones arctan(z) —  y sen®(z) son derivables, ya que son combinaciones de
funciones trigonométricas y polinomios.

(0,3 pts. por justificar que el numerador y el denominador son funciones derivables)

Ademés, la funcién (sen?(x))" = 3sen?(z) cos(z) no se anula en el intervalo (—2, T), salvo en z = 0.

(0,3 pts. por justificar que la derivada del denominador no se anula en torno a 0, salvo en 0)
Asi, resulta que

1
arctan(x) —  ('Hop.) ., 1422 At
P R—— T = il_ri% 3sen2(2) cos(a) (0,6 pts. por usar la regla de I’Hépital)
22
_ p 1+ 22 . q
= 313111}] Tson2(2) cos(a) son? (z) cos(2) (0,2 pts. por simplificar)
2

L tm —% 1 L (0,3 pt los limites)
= —— - l1m < l1m . S. Oor separar 1os limites
3 -0 sen? (a:) z—0 (1 + :Cz) COS(.Q?) 7 L = =

Ahora, usando un limite conocido tenemos que

2 2
m —— = (lim —— ) =12=1. (0,4 pts. por usar el limite conocido)
z—0 sen?(z) 2—0 sen(x)

Alternativa

El limite
7

lim —— =
250 sen(x)
también puede calcularse usando la regla de ’'Hopital. Para esto, se debe justificar que es de la forma 0/0, que
tanto el numerador z y denominador sen(z) son derivables, que la derivada del denominador sen’(x) = cos(z)

no se anula en torno a 0, y que el nuevo limite existe.

Ademds,
, 1 1 p .
alclg%) 1+ 22) cos(@) = 0x 02) cos(0) =1, (0,3 pts. por calcular este limite)




P3.

1
ya que la funcion —————— es continua en T = 0. (0,2 pts. por justificar el cdlculo del limite)
(1+ 22) cos(z)
Juntando estos resultados, obtenemos finalmente que

t = 1
a{l’g%) % =-3 (0,1 pts. por concluir)
a) Sea a > 0. Considere las funciones f,g: [~a,a] — R dadas por f(z) = 2% — a? y g(x) = a® — 2°. El objetivo de este

problema es encontrar el area del mayor rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados que puede inscribirse
entre los grafos de f y g¢.
i) (1,0 pts.) Sea A: [0,a] — R la funcién que asigna, a cada = € [0, al, el drea del rectdngulo de lados paralelos a
los ejes coordenados que queda inscrito entre los grafos de f y g, y cuyo lado derecho tiene coordenada horizontal
x, como muestra la figura. Encuentre una expresién explicita para A(x) en funcién de z.

Solucion

De la figura se desprende que la longitud de la base del rectangulo es de 2.
(0,4 pts. por encontrar la longitud de la base del rectdangulo)
De manera similar, que la longitud de su altura es

(a® — 2?) — (2* — a®) = 2(a® — 2?).
(0,4 pts. por encontrar la longitud de la altura del rectangulo) De este modo, el drea buscada es
A(z) = 2z - 2(a? — 22) = 4z(a® — 22).

(0,2 pts. por multiplicar y encontrar el drea del rectidngulo)

\

ii) (2,0 pts.) Suponga, sin demostracién, que existe un Z € (0, a) donde la funcién A alcanza su maximo. Encuentre
el valor de T y calcule el area del rectangulo correspondiente.

r

Solucion

Gracias a la regla de Fermat, sabemos que A’'(Z) = 0.
(0,5 pts. por notar que T debe ser un punto critico)
Imponiendo esta ecuacién, obtenemos
A'(z) = (40T — 47°) = 4a® — 127° = 4(a® — 32%) = 0.

(0,5 pts. por derivar correctamente)

a3

Deducimos entonces que 372 = a?, de donde = = 5 (0,5 pts. por encontrar )
Finalmente, evaluamos
3 3 2 8v/3a?
A(@ZA(%) :4-%_ (&-%) - \/9_“ :

(0,5 pts. por evaluar)




b) (1,5 pts.) Considere la funcién h: R — R definida por

W) = {xcos(l/x) sixz#0

0 sixz =0.

Determine si h es continua en T = 0, justificando su respuesta con una demostraciéon completa.

7~

Solucion

Veamos que h es continua en £ = 0. Para esto, debemos demostrar que

;I_I)I%) h(z) = h(0).
(0,4 pts. por enunciar la definicién de continuidad)
Por definicién de h, la expresién de la derecha es igual a h(0) = 0. (0,4 pts. por encontrar h(0))
Por otro lado,

ill)% h(z) = ilg{)xcos(l/m) =0,

ya que se trata de un limite nulo por uno acotado. (0,7 pts. por encontrar este limite)

Este limite también puede justificarse mediante el teorema del sandwich, pues, para todo = € R,

—z < zcos(l/z) < x.

Como ambas cantidades son iguales a 0, vemos que h es continua en T = 0.

¢) (1,5 pts.) Demuestre que, para todo x > 0, se cumple que arctan(z) < x.

Indicacion: Use el teorema del valor medio.

7

Solucion

Sea x > 0. Siguiendo la indicacién, usaremos el teorema del valor medio en el intervalo [0, z]. En efecto, arctan
es conocidamente continua en [0, z] y derivable en (0, z).
(0,5 pts. por justificar las hipStesis del teorema del valor medio)
Asi, existe £ € (0, z) tal que
arctan(z) — arctan(0)

= arctan’
e ©)
(0,5 pts. por usar el teorema del valor medio)
De aqui deducimos que
arctan(z) 1
x I
(0,4 pt tan’(6) = ——)
S. por usar que arctan = —
4 pts. p q 1y e
Esta ultima cantidad es estrictamente menor que 1, asi que
t
arctan(x) <1
x
(0,1 pt t ! <1)
S. por notar que ———
;1 pts. p qaue T

Al reordenar los términos, se obtiene el resultado buscado.




