Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Tutorias y Guias del Curso

Semestre primavera 2025



i



Indice general

(1. Subsucesiones y Continuidad|. . . . . . . . . .. ... ... 1
[LI. Subsucesionesl . . . . . . . . . 1
(1.2.  Funciones continuasl. . . . . . . . . . . ... ... 2

[2. Continuidad. Los grandes teoremas| . . . . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 11
2.1. Kl teorema de los valores intermedios . . . . . . . ... ... 11
[2.2 Maximos y minimos: el teorema de Weierstrass] . . . . . ... ... ... .. 13
2.3.  Continuidad de las funciones inversas| . . . . . . . . .. ... ... ... ... 14
2.4 Continuidad uniformd . . . . . . .. ..o 15

B, Derivadasl . . . . . . . . 21
B.1. Funciones derivabled . . . . . ... ... oo oo 21
[3.2.  Reglas de calculo de derivadas| . . . . . . ... ... ... ... .. ... 24

M. Derivadas: Tos teoremas) . . . . . . . . . .. 32
[4.1. Maximos y minimos: la regla de Fermat|. . . . . . ... ... ... ... ... 32
[4.2. Bl teorema del valor mediol . . . . . . . ... oo 34
[4.3.  Algunas aplicaciones de la derivada] . . . . . . . ... ... 35
[4.4. Derivadas y monotonial . . . . . . . . . . ... 38
[4.5. Derivadas y convexidad|. . . . . . . . . . ... 39

[b.  Derivadas de mayor orden| . . . . . . . . . . ... 42
[>.1.  Derivadas de orden superior| . . . . . . . . . . . ... 42
0.2, Desarrollos imitadosl . . . . . . . .. .o Lo 42
[>.3.  Caracterizacion de puntos criticos| . . . . . . . . . . .. ... 46
[>.4.  Formula de Taylor| . . . . . . . . . . .. 46
(5.5 El método de Newtonl . . . . . . . . . . . . ... 47

6.  Primitivas . . . . . . . . e 54
[6.1.  Primitivas o integrales indefinidas inmediatas| . . . . . ... .. ... .. .. 54
[6.2. [corema de cambio de variablel . . . . . . ... ... ... ... . ... .. 56
6.3. Integracion por partes| . . . . . . ... 57
[6.4. Sustituciones trigonométricas tradicionales| . . . . . . . . ... 59
[6.5.  Integracion de funciones racionales| . . . . . . . ... ... L. 59
[6.6.  Primitivas de funciones trigonométricas reducibles a primitivas de funciones |

racionales| . . . . . .. L 61

[7. Integral de Riemann| . . . . . . . ... ... o o 67
[7.1. [ntroduccion | . . . . . . .. 67
[7.2. Condiciones basicas para una definicion de area| . . . . . . . . . . . ... .. 67
[7.3.  Integracion de funciones escalonadas| . . . . . . .. .. ... 72
[7.4.  Propiedades de la integral de funciones escalonadas.|. . . . . . . .. ... .. 75
[7.5.  Funciones Riemann integrables| . . . . . ... . ... ... .. ........ 7

il



[8.  Funciones Riemann Integrables, . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 80

[8.1.  Propiedades de la Integrall . . . . . .. ... ... ... ... 0. 83
[8.2. Integraldeaabcona >0 . .. .. . .. ..o 87
0. Teorema Fundamental del Calculdl . . . . . . ... ... ..o 000 91
0.1, Teorema Fundamental del Calculd . . . . ... ... ... ... ... ... .. 91
[9.2. "Teoremas del Valor Medio y Taylor para integrales.| . . . . . . . .. ... .. 96
[10. Aplicacion de la Integral de Riemann|. . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 101
[10.1.  Calculode Aread . . . . . . . . . . . ... 101
102, Volimenes de Sélidosl . . . . . . . ... .. oo 104
(10.3. Calcule de un solido de revolucién! . . . . . . . . .. ... ..o 106
(L1. Aplicaciones de la Integral (2)[ . . . . . .. . ... oo o 111
(11.1.  Longitud de un Arco de Curva (Rectificacion)| . . . . . . .. ... ... ... 111
[11.2.  Superficie del Manto de un Sélido de Revolucién|. . . . . . . .. .. ... .. 112
(11.3. Coordenadas Polares| . . . . . . . ... .. oo oo 113
(11.4.  Centro de Gravedad de una Superficie Planal . . . . . . ... ... ... ... 115
[12. Integrales Impropias] . . . . . . . . . . . 120
12.1. Introducciénl. . . . . . . . . . . 120
[12.2.  Algunos criterios de convergencia para integrales impropias| . . . . . . . . .. 123
[12.3.  Convergencia absolutal . . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 125
I3, Series numéricas . . . . . . . . ... 129
(13.1.  Definicion y ejemplos basicos| . . . . . . . . . . ..o 129
13.2.  Condiciones para la convergencia| . . . . . . . . . . . . ... ... ...... 130
13.3.  Algebra de series| . . . . . . ... 131
[13.4. Criterios para analizar convergencia de series de términos no negativos| . . . 131
[13.5.  Series de signo arbitrariol . . . . . . . . ... Lo 136
[13.6.  Criterio de Leitbnizl . . . . . . . . . . . . 137
(13.7. Multiplicacion de series|. . . . . . . . . oL 138
[14. Series de potencias| . . . . . . . . . . 142
[14.1.  Radio e intervalo de convergencial . . . . . . . . . ... ... ... .. .... 142
14.2.  Series de potencias, integracion y derivacion| . . . . . . . . . .. ... L. 143
14.3.  Algebra de series de potencias| . . . . . . . ... 147

v



SEMANA 1

o\ Ingenierta Matematica
Subsucesiones y Continuidad 2] fom

1.1 Subsucesiones

DEFINICION (SUBSUCESION) Sea (s,) una sucesion. Sea ¢: N — N una funcién estrictamente
creciente. Se llama subsucesién de s, generada por ¢, a la sucesion (u,,), definida por:

Un = Syp(n)-

Ejemplo 1.1.
= Si p(n) = 2n, entonces u, = Sa,. (un) = (S0, S2, S4, S¢, Sg - - - )-

» Sip(n) =2n+1, entonces u, = Soni1. (Un) = (51,53, S5, 57, .. ).

En general, (u,) = (55m)) = (Sp(0)s Sp(1)s Sp(2)s - - - )-

Observacion: Aceptaremos que la funciéon ¢ no este definida para un ntmero finito de tér-
minos. Por ejemplo, si ¢p(n) = n — 5, tenemos que (s,_5) solo esta definida para n > 5, y no lo
esta paran = 1,2, 3,4.

El siguiente teorema caracteriza la convergencia de una sucesion via la de sus subsucesiones, mos-
trando que ademés éstas no pueden tener un limite distinto al de la original.

Teorema 1.1. Sea (s,) una sucesion y sea £ € R. Entonces
Sp — st y solo si Todas las subsucesiones de (s,) convergen a (.

DEMOSTRACION. ( <= ) Basta tomar ¢(n) = n, con lo que s,(,) = s, — .
( = ) Sabemos que
Ve >0, Ing € N, Vn > ng, |s, — ]| <e.

Sea ¢: N — N, estrictamente creciente y eventualmente no definida en un ntmero finito de casos.
P.d.q. Ve >0, kg € N, Yk > ko, |s,m) — £| < €. Efectivamente, como ¢ no es acotada superior-
mente (;por qué?), Fko € N, (ko) > ng. Y luego:

Yk > ko, (k) = p(ko) = 10,

de donde Vk > ko [sym) — | < €. a



Teorema 1.2 (Bolzano—Weierstrass). Toda sucesion acotada tiene al menos una subsucesion
convergente.

DEMOSTRACION. La demostraciéon se realiza mediante un método de dicotomia.
Sea (s,) una sucesion acotada. Existen entonces ag, by € R tales que

Vn €N, ag < s, < by.

Llamemos Iy = [aq, bo)-

Sea a continuaciéon ¢y = . Es claro que en alguno de los intervalos [ag, co] v [co, bo], hay una
infinidad de términos de la sucesion (s,). Llamemos I; = [ay, b1] a dicho intervalo.

Definimos entonces ¢; = % Nuevamente, debe haber una infinidad de términos de (s,) en
alguno de los intervalos [a1, ¢1] y [c1, b1]. Llamamos a dicho intervalo I = [ag, by] y proseguimos de
la misma manera.

Asi, se formara una coleccion de intervalos Iy, I, I3, ..., I,, ... con las siguientes propiedades:

ao+bo
2

» Vn € N, el intervalo I, = [a,, b,| contiene una cantidad infinita de términos de la sucesion

(8n)-

= VneN, bn—an:l’f);—n‘m.

» VneN, [, DO I,,,. Cuando esta condicion se satisface, se habla de una coleccion de intervalos
encajonados.

Definamos entonces la siguiente subsucesion de (s,,) (denotada (s,@))):

o(l) =min{k e N| s € I}

©(2) =min{k > p(1) | s € I}

©(3) = min{k > p(2) | sy € I3}
en+1) =min{k > ¢p(n) | sg € L1}

Con esto la subsucesion (s,(,,)) tiene la siguiente propiedad:
Vn €N, s,m) € I, 0sea, a, < sp(m) < by, (1.1)

Finalmente, es claro que las sucesiones (a,) y (b,) son mondtonas (a, < api1, bpr1 < by) ¥

acotadas (an,b, € |[ag,bo), luego convergen a los reales a y b, respectivamente. Ademas como
a, <b,, entonces a < b.

Por ultimo, ya que b, — a,, = bo;f‘o, entonces tomando limite se tiene que b —a =0 o sea, a = b.
Luego, aplicando sandwich en la desigualdad de (1.1)), se obtiene que sy — a = b. O

1.2 Funciones continuas

Sabemos, del semestre anterior, que si tenemos una sucesion s,, — , entonces sen(s,) — sen(z).
Es decir, la funciéon seno satisface la siguiente propiedad:

Sp =T = f(sn) = f(T).
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Figura 1: Para esta funcion f y la sucesion (s,), s, — T pero f(s,) # f(Z).

Pero, ;se tiene esta propiedad para cualquier funcion? Veamos la Figura [1]

En la funciéon dibujada, si uno toma cualquier sucesion s, que converge a Z por la derecha, la
sucesion de las iméagenes f(s,) converge sin problemas al valor f(z). Sin embargo, al tomar una
sucesion s, que converge a Z por la izquierda, se tiene que la sucesion f(s,) converge a un valor
h < f(z).

La intuiciéon nos dice que este fenémeno esta relacionado de algiin modo con el “salto” o disconti-
nuidad que la funciéon f posee. Formalicemos esto via la siguiente definicion.

DEFINICION (FUNCION CONTINUA EN UN PUNTO) Sea f: ACR — Ry z € A. Diremos que
f es una funciéon funcién continua en 7 si

V(z,) CA o, =% = f(z,) — f(T).

Observacion: Notemos que en la definicion, la propiedad de ser verificada para toda suce-
sidén que converge a T y con valores en A. Es decir, si somos capaces de probar que la propiedad
es valida para alguna sucesion, eso no es suficiente para que la funcién sea continua.

Sin embargo, los valores de la sucesiéon deben estar en el dominio de la funcién, luego si el
dominio es reducido, entonces el niimero de sucesiones test es pequena.

Ejercicio 1.1: ;Cémo se podria restringir el dominio de la funcién en la Figura [I} para que
fuere continua en x?




Ejemplo 1.2.
Consideremos la funcién f definida por la ley

_Jr size@
f(x)_{ﬁ siz ¢ Q

1. Probemos que f es continuaen z=0yenz = 1.

2. Probemos que f no es continua en 7 si z € R\ {0, 1}.

Solucién.
1. Consideremos el caso T = 0. Sea (z,,) una sucesion arbitraria que converge a 0.

P.D.Q: f(x,) — f(0) =0.

), siz, €Q
f@”_{ﬁ Si a0 & Q,

donde se puede realizar el acotamiento siguiente:

En efecto, se tiene que

0<|f(zn)| < |y —I—mi, Vn € N.

Usando esta mayoracion y el teorema del sandwich de sucesiones se obtiene el resultado
buscado.

Ahora consideremos el caso = 1. Sea (x,,) una sucesion arbitraria que converge a 1.

P.D.Q: f(an) — f(1) = 1.

_Jzn siz, €Q
f@”_{ﬁ Si 2 ¢ Q,

En efecto, se tiene que

de donde se deduce que

|z, — 1| siz, €Q
|22 — 1| siz, ¢ Q.

Por lo tanto, usando un acotamiento similar al del caso anterior, se obtiene:

|f(2n) =1 :{

0<|f(zn) = 1| <|zn— 1|+ |22 -1, VneN,

El resultado buscado es nuevamente una consecuencia directa de esta mayoracion y del
teorema del sandwich de sucesiones.
2. Consideremos el caso 7 € Q \ {0, 1}. En este caso se tiene que f(z) = z.

Para demostrar que la funcién no es continua en este punto, debemos mostrar alguna
sucesion (x,) que converja a T pero para la cual se tenga que f(z,) /4 .

Dada la féormula de la funcién f, esto ultimo lo hacemos con una sucesiéon de ntmeros
irracionales.



Sea x, =T+ V2 (Claramente esta sucesién converge a 7. Sin embargo, la sucesiéon de las
n 9

imégenes
2
2
f(z,) = <az + £> — 7

y como T & {0, 1} se tiene que 72 # 7.

El caso Z ¢ Q se propone como ejercicio. Para formar una sucesion de racionales que
converja a T, use para cada n € N la densidad de Q en R en el intervalo (Z,z + %) O

Ejemplo 1.3.
No es dificil probar que las siguientes funciones son continuas:

= sen(z) es continua Vz € R.

)
)
)
x) = cos(z) es continua VT € R.
) = €” es continua vz € R.

)

In(z) es continua Vz € RY.

Las demostraciones se proponen como ejercicios personales de comprension.

Teorema 1.3 (Algebra de funciones continuas). Sean f: ACR - R yg: BCR — R dos
funciones continuas en T € AN B. Las siguientes funciones resultan ser continuas en T:

1

2

O

. f+g.

. f—y9.

. Af, con A € R.
. f-g.

. f/g, cuando g(z) # 0.

DEMOSTRACION. Probaremos la continuidad solo paral[I]y 0] el resto se proponen como ejercicios.
Para[l] debemos probar que si (z,) es una sucesién en Dom(f + g) = AN B que converge a T,
entonces (f + g)(z,) converge a (f + g)(z).

Esto tltimo es cierto ya que (f + ¢)(z,,) = f(xn) + g(z,). Pero como f y g son continuas en z,
entonces f(z,) = f(Z)y g(x,) — g(Z), y por el teorema de algebra de sucesiones

(f +9)(xn) = flxn) + g(xn) = f(T) +9(2) = (f + 9)(2).

5



Para[5] sea (1) una sucesion con valores en Dom(f/g) = (AN B)\ Z(g) (Z(g) es el conjunto de
ceros de g), que converge a 7.
Nuevamente, por continuidad de f y g, f(z,) — f(Z) v g(z,) — ¢g(Z) y usando el teorema de
algebra de sucesiones, resulta:

) @)
(Flo)an) = 05 = 53 = (U fo)(@)

8

Teorema 1.4 (Composicion de funciones continuas). Sean f: ACR >R yg: BCR —
R dos funciones. Si f es continua en T € A y g es continua en f(Z) € B, entonces la funcion go f
es continua en T.

DEMOSTRACION. Sea (z,) una sucesion con valores en Dom(g o f) que converge a Z.
Recordemos que Dom(g o f) = {z € Dom(f) | f(z) € Dom(g)}. Con esto, como x,, € Dom(g o f),
se tiene que x,, € Dom(f) y f(z,) € Dom(g).

Por un lado, tenemos que, z, € Dom(f) y =, — &. Luego, usando la continuidad de f en T se
concluye que la sucesion (f(x,)) converge a f(Z).

Ahora, tenemos que la sucesion (f(x,)) cumple que f(z,) € Dom(g) v f(z,) — f(Z). Luego, por
continuidad de g en f(Z), se deduce que

(g0 f)(@n) = g(f(2n)) = g(f(2)) = (g0 [)(T). O

Ejemplo 1.4.
Gracias a los teoremas anteriores, se concluye que las siguientes funciones son continuas (prué-

belo):
1. f(z) =ao+ a1z + asx® + - - - + a,x" es continua Vz € R.

ap + a1z + asx® + - - + apa” : _
2. f(x) = b b b 4 b es continua Vz € Dom(f).

3. f(z) =a", con a > 0 es continua vz € R.
4. f(x) =log,(x), con a >0, a # 1, es continua Vz € R

5. f(x) = ", es continua Vz > 0.

6. f(z)= 2%, es continua VZ > 0.

7. f(z) = tan(v) es continua Vz € R\ {(2k +1)5 | k € Z}.

Teorema 1.5 (Caracterizacion e—4§). Sean f: ACR - R yxz € A. [ es continua en T si y
solo si se cumple que

Ve>0,30>0, Voe A {|a:—92'| <5 = |f(z) - f(D)| <g} (1.2)

6



DEMOSTRACION. ( = ) Razonemos por contradiccion. Si la propiedad fuese falsa, significaria que
existe € > 0 tal que para todo § > 0 podemos encontrar x € A con |z —z| <0y |f(x) — f(Z)| > €.
En particular, para cada n € N podemos tomar 6 = 1/n y encontrar x, € A que cumple las
propiedades

jzn —2| <1/ny  |f(za) = f(@)] > e

Claramente la sucesion {x, }n,en converge hacia  y sin embargo f(x,) /4 f(Z) lo cual contradice
la continuidad de f en Z.

( <) Supongamos ahora que la propiedad es cierta y probemos la continuidad. Tomemos una
sucesion cualquiera (z,) con valores en A, tal que z,, — Z. Debemos probar que f(z,) — f(Z).
Para ello consideremos € > 0 arbitrario y sea 6 > 0 dado por la propiedad. Dado que x,, — T existe
no € N tal que |z, —Z| < ¢ para todo n > ng. Usando la propiedad, se sigue que |f(x,) — f(Z)| <€
para n > ng con lo cual f(x,) — f(Z). O

Observacion: Esta propiedad permite entre otras cosas, hacer la conexion entre los conceptos
de continuidad y limite de funciones. En efecto, las caracterizaciones € — d de ambos conceptos
son préacticamente los mismos, cambiando ¢ por f(z) y autorizando a la variable x a tomar el
valor T.

De este modo podemos establecer que si el dominio de la funciéon permite estudiar el limite de
f(z) cuando x — T y T € A se tiene que:

f es continua en 7 si y solo si lim f(x) = f(z).
T—T

DEFINICION (FUNCION CONTINUA) Sea f: A C R — R. Si f es continua VZ € A, diremos
que f es continua.




10.

Guia de Ejercicios

. ., Coémo se podria restringir el dominio de la funcién en la Figura 1 de la tutoria, para que

sea continua en z?

Dadas f: ACR —-Ryg: BCR — R, funciones continuas en z € AN B. Pruebe que las
funciones f — g, Af (con A € R) y f - g son continuas en .

. Usando los teoremas de algebra y composiciéon de funciones continuas, pruebe que las si-

guientes funciones son continuas:

a) f(x)=ay+ aix + az® + -+ + a,z" es continua Vz € R.

ap + a1x + asx® + - + a, "

b) f(x) = bo RSP S BTSSR T es continua VZ € Dom(f).
c) f(x) =a®, con a > 0 es continua Vz € R.

d) f(z) = loga( ), cona >0, a# 1, es continua VT € R

e) f(x) = 2", es continua Vz > 0.

f) flz)= | , es continua Vz > 0.

q9) f(ac): n(z) es continua Vz € R\ {(2k +1)5 | k € Z}.

. Consideremos la funciéon f definida por la ley

r sizeQ

r? siz ¢ Q
Termine el ejemplo de la tutoria, probando que f no es continua en T para todo = ¢ Q.
Recuerde la indicacion: Para formar una sucesion de racionales que converja a x, use para

cada n € N la densidad de Q en R en el intervalo (z,7 + =).

. Pruebe que la funcién f(x) = zsen(z) es continua en R.

. Determine el valor que debemos dar a f(0) para que f(z) = z%cos(1/x) sea continua en

z = 0.

. Sea f: R — R definida por f(z) = sen(w/z) si x # 0y f(0) = a. Demuestre que indepen-

diente del valor de «, f no es continua en 0.

. Estudie la continuidad de la funciéon f: R — R definida por f(z) = 2?siz € Qy f(z) =

si z ¢ Q. Analice por separado los casos £ =0y & # 0.

. Pruebe que la funcién definida por f(z) = exp(—1/2?) si z # 0y f(0) = 0, es continua en

R.

Determine el dominio y puntos de continuidad de las siguientes funciones
(a) x> sen(x)/In(1 + exp(x))
(b) =+ /14 In(1+ x3)
(c) o — exp(x)r3/?/tan(x)



11. Estudie dominio y continuidad de las funciones cot(z), sec(x), cosec(z).

12. (a) Sean f,g: A C R — R funciones continuas, tal que g(z) > 0 para todo z € A.
Demuestre que la funcién h(z) = g(x)® esta bien definida y es continua en A.

M)eXp(l/n)'

(b) Estudie la convergencia de la sucesion y, = (2%



P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

Guia de Problemas

Sea f: R — R una funcién continua y supongamos que ¢ € R es tal que f(z) < 0 para todo
r <cy f(xr) >0 para z > c¢. Demuestre que f(c) =0.

Sea f: A C R — R y supongamos que existe una constante L > 0 tal que |f(x) — f(y)| <
L|z — y| para todo x,y € A (una tal funcion se dice Lipschitziana de parametro L). Pruebe
que f es continua en A.

Sea f: ACR — Ry r, > 0 una sucesion tal que r,, — 0. Pruebe que f es continua en Z si
y solamente si la sucesion

sn = sup{|f(z) = f(Z)[ : [z — 2] < ra},
converge a cero.

Sea f: R — R definida por f(x) = 1/g si x = p/q con p € Z, ¢ € N,q # 0, p,q primos
relativos, y f(z) = 0 si © € Q. Pruebe que f es continua en todo punto ¢ Q y discontinua
en todo 7 € Q.

Sean f,g: R — R funciones continuas en = € R, con f(Z) > ¢(Z). Pruebe que existe € > 0
tal que f(z) > g(z) para todo x € (T — €,Z + €). Indicacién: puede ser conveniente analizar
primeramente el caso g = 0.

a) Sea f: R — R continua. Pruebe que
(a) si f(x+y) = f(z)+ fly), Vx,y€R, entonces f(x) =ax con a = f(1).
(b) si f(z+vy) = f(z)f(y), Vz,y€R, entonces f(z) =a” con a= f(1).

b) Sea f:(0,00) — R continua tal que f(zy) = f(x)+ f(y) para todo z,y € (0,00).
Demuestre que f(x) = log,(x) con a = f~1(1).

10



SEMANA 2

12|& f Iingenierl'ail\ﬂraaerj'lé?iia\
Continuidad. Los grandes teoremas ]&) c m

2.1 El teorema de los valores intermedios

Una propiedad muy ttil para estudiar el recorrido de una funcién continua de un intervalo, es el
hecho que una tal funcién que toma un par de valores, esta obligada a tomar todos los valores
intermedios. La esencia de esta propiedad la enunciamos en el siguiente resultado de existencia de

raices de ecuaciones.

Teorema 2.1. Sea f: [a,b] — R una funcion continua tal que f(a)f(b) < 0. Entonces existe

T € [a,b] tal que f(z) = 0.

DEMOSTRACION. Consideremos el intervalo Iy = [a,b] y ¢ = (a + b)/2 su punto medio.

()

Ejemplo 2.1.
Estudiemos las soluciones de la ecuacion tan(x) = x. Graficamente, se trata de encontrar las
intersecciones de los graficos de las funciones x — tan(x) y z — x y, como muestra la siguiente
figura, resulta intuitivo que la ecuacién tiene infinitas soluciones -+ < z_9 < 2.1 < zp = 0 <
21 < 2g < --e

Tomando I} = [a,c] si f(a)f(c) < 00 I} = [c,b] si
f(e)f(b) <0, obtenemos un intervalo I1 = [ay, b;] C Iy
con f(ay)f(by) <0y largo (by —ay) = (b—a)/2. Ite-
rando este procedimiento se obtiene una sucesion de-
creciente de intervalos I,, = [a,,b,] C I,,1 tal que
flan)f(by) <0y (b, —a,) = (b—a)/2". Por el Teore-
ma de Intervalos Encajonados, las sucesiones a,, y b,
convergen hacia un mismo punto = € [a, b], y pasando
al limite en la desigualdad f(a,)f(b,) < 0 se deduce
f(2)? <0, es decir f(z) = 0. O
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tanx

Como las funciones = +— tan(z) y x — = son impares, es claro que si z es una solucion de la

ecuacion, entonces —z también. En el grafico esto corresponde al hecho que z_1 = —z1,2_9 =
—Zs,.... Probemos la existencia de una raiz z; en (7/2,3m/2). Para ello consideremos la funcion
f(z) = tan(z) — z y notemos que f(m) = —m < 0. Por otra parte, tomando la sucesion x, =

37/2 —1/n se observa que f(x,) — 400 de modo que para algin n € N se tendra f(zz) > 0. El
teorema anterior nos permite concluir la existencia de un nimero z; € [, x;] tal que f(z1) =0,
esto es tan(z;) = z;. Intentemos estimar z; con 6 decimales usando el algoritmo sugerido en
la demostracion del Teorema [2.1] Partamos con ay = 4.4;by = 4.5 para los cuales se tiene

flag) = =130 y f(by) = 0.14.

’ n \ [ay, by] \ Cn = (an +b,)/2 \ f(en) ‘
0 | [4.400000,4.500000] 4.450000 -7.3e-01
1 | [4.450000,4.500000] 4.475000 -3.4e-01
2 | [4.475000,4.500000] 4.487500 -1.2e-01
3 | [4.487500,4.500000] 4.493750 6.9e-03
4 | [4.487500,4.493750| 4.490625 -5.5e-02
5 | [4.490625,4.493750] 4.492188 -2.5e-02
20 | [4.493409,4.493410] 4.493409 6.6e-07
21 | [4.493409,4.493409] 4.493409 1.8e-07

Asi, luego de 21 iteraciones obtenemos la estimacion z; ~ 4.49340946674347 la cual posee al
menos 6 decimales exactos. Como ejercicio haga un programa para estimar z; con 6 decimales.
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Ejemplo 2.2.

Pruebe que todo polinomio cibico tiene al menos una raiz real. En efecto, sea p(z) = a + bz +
cx? +dx? con d # 0 un polinomio ciibico cualquiera. Observemos que p(n)/n® — d mientras que
p(—n)/n® — —d. De aqui se sigue que para n suficientemente grande p(n) tiene el mismo signo
que d, mientras que p(—n) tiene el signo contrario. Como consecuencia del teorema anterior el
polinomio debe tener una raiz en el intervalo [—n, n]. Generalice el argumento para probar que
todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz real. Analice que ocurre en el caso de
polinomios de grado par.

Como corolario inmediato del Teorema se obtiene la Propiedad de Darboux o Teorema de los
Valores Intermedios:

Teorema 2.2. Sea f: [a,b] — R wuna funcion continua. Si ¢,d € f([a,b]) entonces para todo
nimero e comprendido entre ¢ y d, existe x € |a,b] tal que f(x) = e.

DEMOSTRACION. Sean ag y by tales que f(ag) = ¢y f(by) = d. Sin perder generalidad podemos
suponer ag < by. Aplicando el teorema anterior a la funcion g: [ag, by] — R definida por g(z) =
f(z) — e se obtiene la existencia de x tal que g(z) = 0, vale decir f(z) = e. O

Ejemplo 2.8.

El Teorema [2.2| permite demostrar, por ejemplo, que la imagen de la funcion exp es (0, +00).
En efecto, dado que las sucesiones exp(—n) y exp(n) convergen hacia 0 y +o0o respectivamente,
cualquiera sea el namero real y > 0 podemos encontrar n € N tal que exp(—n) < y < exp(n). El
teorema de los valores intermedios nos asegura la existencia de = € [—n, n] tal que exp(z) = y. Por
otra parte, como ya sabemos que exp(x) > 0 para todo z € R, se concluye que f(R) = (0, +00).
Recordemos que exp es estrictamente creciente con lo cual es inyectiva, de modo que
exp: R — (0, +00) es biyectiva. Su inversa, como ya vimos en capitulos anteriores, es la funcion
In: (0,+00) = R.

2.2 Maximos y minimos: el teorema de Weierstrass

En esta seccion probaremos otra propiedad importante de las funciones continuas: en un intervalo
cerrado y acotado el maximo y el minimo son alcanzados. Exactamente se tiene:

Teorema 2.3. Sea f: [a,b] — R una funcion continua. Entonces f es acotada y alcanza su mini-
mo y su mdzimo en [a,b].

DEMOSTRACION. Probemos la propiedad del minimo (la propiedad del méximo se prueba de
manera anéaloga y se deja como ejercicio).

Sea m = Inf{f(x) : a < x < b}, eventualmente m = —oo. Probaremos que existe Z € [a,b] tal
que f(Z) = m lo cual establece simultaneamente que el infimo es finito y que es alcanzado. Para
ello consideremos una sucesion (z,),en tal que f(x,) converge hacia m. En virtud del Teorema
de Weierstrass podemos extraer una subsucesion convergente ,,, — = € [a, b]. Por continuidad se
tiene f(z,,) — f(Z), de donde se deduce que m = f(z) probando simultdneamente que m es finito
(es decir, f es acotada inferiormente) y que el infimo es alcanzado (en el punto z). a
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Observemos que en el resultado anterior todas las hipotesis son necesarias. La funcion z — exp(z),
si bien tiene un infimo finito sobre R, éste no es alcanzado: R no es acotado. Por otra parte, la
funcién x — 2% alcanza su minimo pero no asf el maximo en el intervalo [0, 1), el cual no es cerrado.
Finalmente, la funciéon definida por f(z) = 1/z si 2 # 0y f(0) = 0 no es acotada y no alcanza ni
el minimo ni el maximo en el intervalo [—1, 1]. La dificultad en este caso proviene de la falta de
continuidad en & = 0.

2.3 Continuidad de las funciones inversas

Para finalizar el estudio de las funciones continuas, probaremos un resultado de gran utilidad para
establecer la continuidad de una funcién que es la inversa de una funcién continua.

Consideremos f: I € R — R donde I es un intervalo (finito o infinito, abierto o cerrado o
semiabierto) y sea J = f([I) su recorrido. Recordemos que si f es estrictamente monotona (creciente
o decreciente) entonces es inyectiva y en consecuencia posee una inversa f~': J — I (la cual tiene
el mismo tipo de monotonia que f). El resultado anunciado es el siguiente:

Teorema 2.4. Sea f: I C R — R continua y estrictamente mondtona (creciente o decreciente)
con I un intervalo. Entonces J = f(I) es un intervalo y la inversa f~: J — I es continua.

DEMOSTRACION. El hecho que J es un intervalo se demuestra usando el Teorema (ejercicio).
Probemos que f~! es continua en todo punto § € J. La demostracion se separa en distintos casos
segun si f es creciente o decreciente, y segin si i es un extremo del intervalo J o se encuentra en
su interior. En todos los casos la idea de la demostracion es basicamente la misma, de modo que
nos limitaremos a analizar la situacién mas simple en que f es creciente e 4 se encuentra en el
interior del intervalo J.

Sea ¥, € J tal que ¥, — 3. Sea T = f~Y(y) y 2, = f~'(y,). Notemos que T se encuentra en el
interior del intervalo I (ejercicio, usar la monotonia de f). Debemos probar que z,, — Z, para lo
cual usaremos la definiciéon de convergencia.

Sea € > 0 pequerno tal que [T — e, +¢] C I.
Como T —e < T < T+ ¢, la monotonia de f
implica f(z—¢) < y < f(Z+¢) y, por lo tanto,
dado que y,, — v, existe ng € N tal que

f(z+e)

f(Z—¢) <y, < f(Z+¢)

para todo n > ny. Como f~! es también cre-
ciente, resulta T —e < f~'(y,) < T+¢, es decir
z, € (T —¢€,T + ¢) para todo n > ny. O

Ejemplo 2.4.

La funcion In: (0,00) — R es la inversa de la funcion exp, y en consecuencia es continua. Esta
es una demostracion alternativa de la continuidad del logaritmo, que ya habiamos demostrado
antes.
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Ejemplo 2.5.

La funcion x — tan(z) no es biyectiva. Sin embargo, su restriccion al intervalo (—m/2,7/2) es
continua y estrictamente creciente, con imagen tan((—m/2,7/2)) = R. En consecuencia, posee
una inversa que resulta ser continua, la cual denotaremos arctan: R — (—m/2,7/2). Aparte de
ser continua, esta funcion es impar, creciente, arctan(0) = 0, y satisface —7/2 < arctan(z) < m/2
para todo = € R. A partir del grafico de tan obtenemos un grafico aproximado para arctan:

arctan
T
Ejemplo 2.6.
La funcién sen: [—7/2,7/2] — R es continua y creciente, con recorrido igual a [—1, 1]. Su inversa
es en consecuencia continua y creciente. Se denota arcsen: [—1,1] — [—7/2,7/2]. Similarmente,

cos: [0, 7] — R es continua y decreciente, con recorrido [—1, 1]. Su inversa arc cos: [—1,1] — [0, 7]
es por lo tanto continua y decreciente.

Ejemplo 2.7.

La funcion senh: R — R es continua y creciente y su recorrido es todo R. Su inversa senh ™' : R —
R es por lo tanto continua y creciente. Del mismo modo, tanh: R — R es continua y creciente
con tanh(R) = (—1,1). Luego, su inversa tanh™': (—1,1) — R es continua y creciente.

2.4 Continuidad uniforme

A lo largo de este capitulo hemos analizado la nocién de continuidad en términos de sucesiones:
una funcién f: A — R (con A C R) es continua en el punto € A si toda sucesion {x, },eny C A
que converge hacia Z es transformada por f en una sucesion f(z,) que converge hacia f(z), es
decir

(xn € Ay, > &) = f(z,) — f(2).

Vimos ademés, una caracterizacion sin usar sucesiones en el Teorema [I.5 Usando dicha caracteri-
zacion €0, es posible definir un criterio de continuidad mas fuerte.
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A modo de motivacion, veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.8.
Tlustremos la caracterizacion e-6 en un caso sencillo. Consideremos la funcion f(z) = z° y un

punto = € R. Sabemos que f es continua en  de modo que se debe tener la propiedad (|1.2)).
Verifiquemos esta tultima de manera directa. Tomemos € > 0. Debemos encontrar § > 0 tal que

lz -7 <6 = |2* -7 <e
La condicion |23 — 7%| < e puede escribirse como 73 —e < x < JZ3+¢, la cual a su vez es

equivalente a (ejercicio)
| — 7| < V/Jzl*+e — 7]
de tal forma que basta tomar § = /|73 +e — |7|.

Vale la pena notar que en general § depende de € pero también del punto  en consideracién, vale
decir, 6 = (e, ). En particular en el ejemplo anterior se observa que la cantidad ¢ se hace mas
pequena a medida que se reduce € > 0 y, asimismo, para un valor fijo de ¢ se tiene que J tiende a 0
a medida que |Z| crece. Esto altimo no siempre ocurre y para ciertas funciones es posible encontrar
d > 0 que satisface la propiedad independientemente del punto Z en consideracion.

Ejemplo 2.9.

Consideremos la funcion f(z) = /x definida en [0,00) y Z > 0. Como f es continua en T se
tiene la propiedad ([1.2). Explicitamente, dado & > 0 debemos encontrar § > 0 tal que

2 -7 <6 = |Vr—V7|<e
Usando la desigualdad |\/z — v/Z| < v/|x — Z| (ejercicio) se puede escribir la siguiente secuencia

de desigualdades:
o -2 <6 = Vo —Vi| <]z -z < V5,

de tal forma que tomando § = &2, se obtiene la propiedad ((1.2). Lo interesante de este calculo
es que 0 no depende de z y la implicancia

(Jo -2 <d(e) =¢*) = Vo —Va[<e

se satisface independientemente del Z considerado. Esta propiedad de uniformidad de ¢ respecto
del punto T se conoce como continuidad uniforme.

DEFINICION La funcion f: A — R (con A C R) se dice uniformemente continua si para todo
e > 0 existe 0 = d0(g) > 0 tal que

Vz,ye A) |z —y| <o = |f(z)— fy)| <e. (2.1)

En virtud del Teorema es claro que una funcién uniformemente continua resulta ser continua
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en todo su dominio. La reciproca no es cierta en general como lo muestra el Ejemplo [2.8] a menos
que el dominio de la funcién sea un intervalo cerrado y acotado como probamos a continuacion.

Teorema 2.5. Sea f: I — R con I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado. Entonces f es unifor-
memente continua st y solo si es continua en todo punto T € A.

DEMOSTRACION. Basta probar la implicacion <= . Supongamos por contradiccion que f es
continua en todo punto = € A pero que no es uniformemente continua, esto es, existe € > 0 tal que
para cada 6 > 0 podemos encontrar puntos z,y € A tales que |[x —y| <y |f(x) — f(y)] > e. En
particular, tomando § = 1/n encontraremos x,,, y, € A tales que |z, —y,| < 1/ny |f(x,)— f(yn)| >
e. Ahora bien, puesto que A es acotado podemos extraer una subsucesion convergente de {z, }nen
con x,, — T. Como a < x,, < b para cadan € N, T € [a,b]. En virtud de la desigualdad triangular
se sigue que y,, — Z. Con esto, usando la continuidad de f en el punto Z obtenemos

| (@n) = S (ymi)| = [F(2) = f(2)] = 0

lo que constituye una contradiccion con el hecho que |f(z,,) — f(yn,)| > € paratodo k e N. O

17



10.

Guia de Ejercicios

. Pruebe el Teorema de Weierstrass en su version para maximo. Es decir, dada f: [a,b] — R

una funcion continua. Entonces f es acotada y alcanza su maximo en [a, b].

. Pruebe las propiedades de la funcién arctan enunciadas en el Ejemplo 1.6.

. Pruebe que si f: I C R — R es continua y estrictamente monoétona (creciente o decreciente)

con [ un intervalo. Entonces J = f(I) es un intervalo.

. Pruebe la siguiente variante del Teorema 1.9: si f: I — J es estrictamente monoétona y

biyectiva con I y .J intervalos, entonces f y f~! son continuas.

. Complete los ejemplos 1.9 y 1.10 de la tutoria.

. Encuentre el recorrido de las funciones

f(@) =In(2+exp(z)) y f(z) =sen ((z* —1)/(z* +1)).

. Demuestre que la ecuaciéon xsen(x) = 2 posee infinitas soluciones. Haga un programa para

estimar una solucién positiva de esta ecuacion, con al menos 6 decimales de precision.

. Demuestre que la ecuacion exp(x) cos(z) + 1 = 0 tiene infinitas raices reales.

Indicacion: Considere intervalos de la forma [k7, (k 4+ 1)m] para aplicar el teorema del valor
intermedio.

. Si h(z) = 23 — 2% + 2 demuestre que Iz € R tal que h(x) = 10. Justifique.

Sea p(z) = Y p_, k2™ un polinomio de grado n, tal que ¢y, < 0. Demuestre que existe
zo € R tal que f(z¢) = 0.
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Guia de Problemas

P1. Sea f: [a,b] — R una funcién continua en [a, b].
(a) Pruebe que existen x,7 € [a, b] tales que

f(z1) + f(22)

flz) < 5

< f(Z) para todo x1, 25 € [a,].

(b) Demuestre que dados x1, s € [a,b] cualesquiera existe 8 € [a, b] tal que

f(z1) + f(22)

1(8) = ==

P2. Dado a > 0, sea f: [0,2a] — R continua y tal que f(0) = f(2a). Pruebe que 3z € [0, a| tal
que f(z) = f(Z +a).
P3. Definimos la funciéon en R

et —e "t

tanhe = ————.
er +e 7%

(a) Verifique que tanh es continua en todo R, que tanh(0) = 0 y que satisface —1 <
tanh(z) < 1,Vz € R.

(b) Pruebe que si n — oo entonces tanh(n) — 1y que tanh(—n) — —1.

(c) Usando el Teorema del Valor Intermedio demuestre que Yy € (—1,1), 3z € R tal que
tanh(z) = y.
Indicacion: analice separadamente los casos y > 0, y =0, y < 0.

(d) Demuestre que la ecuacion tanh(z) = cos(z) tiene infinitas soluciones en R.

P4. Un monje vive en un monasterio a los pies de los que el monje se encuentra a la misma dis-
una montana. El dia 7 de cada mes a las 00:00 tancia del monasterio a la mlsma hora del dia.
hrs., el monje comienza una caminata de 24
horas hasta la cumbre de la montana. Una
vez ahi, medita durante 6 horas y luego baja
la montana de vuelta al monasterio. La baja-
da le toma 1 hora. Demuestre que existen dos
instantes, uno en el dia 7 y otro en el dia 8, en G

P5. Un conductor demora 5 horas en recorrer los (aproximadamente) 500 kms. que separan
Santiago y Concepcion. Pruebe que existe un tramo del viaje, de una longitud de 100 kms.,
que es recorrido en exactamente 1 hora.

P6. Sean f y g funciones continuas en [a,b], a < b y tales que f(a) # f(b), f(a) = —g(b) y
f(b) = —g(a).Demuestre que 3z € [a,b] tal que f(z9) = —g(xo) y para f(z) = (zr —a)" y
g(x) = —(x —0b)" con n € N\ {0}, verifique que se cumplen las hipotesis anteriores y calcule,
para este caso, el valor de xq € [a, b].

P7. (a) Sea g: R — R continua en un punto z, € R tal que g(xy) > 0. Pruebe que existe 6 > 0
tal que g(z) > 0 para todo = € (g — J, 20 + 0).
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(b) Considere F''y G continuas en g y tales que F(zg) < G(z). Demuestre que 3§ > 0 tal
que Vo € (zg — d, 20+ 6), F(z) < G(x).

P8. Sea f: [a,b] — [a,b] una funcion continua. Demuestre que existe x € [a.b] tal que f(z) = =
(un tal punto se llama punto fijo para la funcion f(-)).
Indicacion: Considere g(x) = f(z) — .
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SEMANA 3

Derivadas

fcfm Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS

3.1 Funciones derivables

Las funciones més simples de analizar son las funciones afines a(z) = n+ max. Ahora bien, muchas
funciones no lineales son “aproximadamente afines” cuando se las observa en una pequena vecindad
en torno a un punto. Por ejemplo, a simple vista, el grafico de f(z) = sen(z) en el intervalo
[—0.1,0.1] es practicamente indistinguible del gréafico de a(x) = . De hecho, la diferencia méaxima
entre ambas funciones es del orden de 1.7e-04, vale decir menos del 0.1 % del largo del intervalo.

x10°

01 008 -006 -004 002 0 002 004 006 008 01

-0 -0
0.1 -008 -006 -004 -002 0 002 004 006 008 0. 01 -008 -006 -004 -002 O 002 004 006 008 01

f(z) = sen(z) a(z) =z o(z) =sen(z) —x

El mismo ejercicio en el intervalo [—0.01,0.01] arroja diferencias inferiores al 0.001 % del largo del
intervalo. Observando intervalos més y méas pequenos en torno a 0 las discrepancias se hacen cada
vez menos perceptibles, de manera que la funcién afin a(x) = = es una muy buena aproximacion
de la funcion sen(z) cerca de 0. Esto corresponde simplemente al hecho que 91613(1) sen(z)/x =1, lo

cual se puede escribir también en la forma
sen(z) = = + o(x)

donde el “error” o(x) es pequeno comparado con x: lfII(l) o(x)/xz = 0.
T—r

Mas generalmente consideremos una funcion f: (a,b) - Ry = € (a,b). Supongamos que deseamos
encontrar una funcion afin a(x) = n + ma que sea una “buena” aproximacion de f(z) en torno a
z, es decir

f(z) ~a(x) para z~Z.

Es razonable imponer de partida que ambas funciones entreguen el mismo valor para x = z, vale
decir, a debe ser de la forma a(z) = f(Z) + m(z — z). Con esto, la propiedad de aproximacion se
escribe

f(x) ~ f(z) +m(z - 1)

y por lo tanto la pendiente m debe ser tal que

m ~ q(z) =



Dado que nos interesa la propiedad de apro-
ximacioén para x cercano a T, es razonable
escoger m como el limite de los cuocientes
¢(z) cuando z tiende a z. Geométricamente,
q(x) corresponde a la pendiente de la recta
secante al grafico de f como muestra la figu-
ra, y el proceso limite se interpreta como la
bisqueda de la recta tangente al grafico de
fenz.

DEFINICION Diremos que f: (a,b) — R es derivable en el punto = € (a, b), si existe el limite

f@) = f(3)

lim
T—T €T — X

Dicho limite se denota f’(Z) o bien %(E) y se llama derivada de f en .

De manera equivalente, f es derivable en Z si existe una pendiente m = f’(z) tal que la funcion
afin a(z) = f(Z) + f'(Z)(x — ) es una aproximacion de f en el sentido que
f@) = f@)+ f(@)(x - 2) + oz — 7)
con fllir% o(h)/h = 0. Usando el cambio de variable h = z — Z, lo anterior puede escribirse equiva-
%

lentemente _— -
@)t D) =S

h—0 h

o también
f(@+h)=f(z)+ f'(T)h + o(h).

Notemos que si f es derivable en T entonces es continua en dicho punto pues

lim f(x) = 1 [f(z) + /() (z — 7) + oz — )] = f(2).

Ejemplo 3.1.
Una funcién afin f(x) = a + bx es obviamente derivable en todo punto z € R con f'(z) = b. En
particular las funciones constantes son derivables con derivada nula en todo punto.

Ejemplo 3.2.

La funcién f(z) = |z| es derivable en todo punto Z # 0. De hecho, si Z > 0 la funcién f coincide
con la funcién g(z) = = en un entorno de z y por lo tanto f/(z) = 1. Similarmente se tiene
f'(z) = —=1siz < 0. Para z = 0 la funciéon |z| no es derivable pues }lng% |h|/h no existe (los

limites laterales son distintos).
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Ejemplo 3.3.
La funcion definida por f(z) = zsen(1/x) si x # 0y f(0) = 0, es continua en & = 0 pero no es
derivable en dicho punto pues [f(h) — f(0)]/h = sen(1/h) no converge cuando h — 0.

Ejemplo 3.4.
La funcioén f(x) = x* es derivable en todo punto T € R, pues

f(z+h)—f(z) (z+h)?-2° _ 2zh + h?

= 2T 2T
. h . T+ h— 2%

de modo que f'(z) = 27.

Ejemplo 3.5.
El ejemplo de motivacion del capitulo muestra que la funcion sen(z) es derivable en Z = 0 con
sen’(0) = 1. Méas generalmente, esta funcion es derivable en todo punto € R y se tiene

sen’(T) = cos(T).
En efecto, la féormula del seno de una suma de angulos nos da

sen(Z + h) —sen(z)  sen(x)(cos(h) — 1) + cos(z)sen(h)

h h

de modo que la conclusion se sigue de los limites conocidos : }lll'rré[cos(h) —1]/h = 0y
%

lim sen(h)/h = 1.

h—0

Similarmente, cos(x) es derivable en todo punto Z € R y se tiene
cos'(T) = —sen(T).

Esto resulta de la formula del coseno de una suma de angulos que permite escribir

cos(Z + h) —cos(Z)  cos(Z)(cos(h) — 1) — sen(z) sen(h)
- :

Ejemplo 3.6.
La funcién exp(z) es derivable en todo punto Z con

exp’(Z) = exp(T).
En efecto, dado que limy,_,o[exp(h) — 1]/h = 1 (limite conocido), se tiene

. exp(Z+h) —exp(T) _exp(h) —1
) h ey

= exp(Z).
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Asimismo, el limite lim,_,oIn(1 + u)/u = 1 implica que In(x) es derivable en todo punto z > 0
con

In(z — In(z In(1 T In(1 1
W(7) = Jim REFR =@ AR g Wl te) 1
h—0 h h—0 h u—0 TU T

3.2 Reglas de calculo de derivadas

Algebra de derivadas

Las propiedades algebraicas del limite nos permiten obtener reglas sencillas para calcular la deri-
vada de una suma, producto y cuociente de funciones derivables.

Proposicion 3.1. Sean f,g: (a,b) — R derivables en T € (a,b). Entonces:

(a) f+ g es derivable en T con
(f +9)(z) = f'(z) + g'(2)-
(b) fg es derivable en T con
(f9)'(z) = f(2)9(2) + f(2)g'(2).
(c) Si g(x) # 0 entonces f/g es derivable en T con
([)' (7) = f'(2)9(z) - f()g'(z)

g g9(7)?

DEMOSTRACION. La propiedad (a) resulta de la linealidad del limite junto con

(f+9)@) = (f+9)@) _ [(2) = f@) , 9() —g(7)

- = — +
z T — xr—x

Analogamente, para ver (b) basta usar la identidad

o) = HEo(a) _ o)) = 0l0) | o o) = S)

Observando que f es continua en Z y usando algebra de limites resulta que el primer término de
la suma anterior converge a f(z)g'(Z), mientras que el segundo término tiende a ¢(z)f'(z). La
propiedad (c) se obtiene de manera similar usando la descomposicion

f(x)/g(x) — f(x)/9(%) 1 g(j)f(ﬂf) —f@) f(j)g(ﬂ?) —9(z)

r—I g(z)g(z) T —T r—T ' O

Ejemplo 3.7.
Para cada n € N,n > 1, la funcién f,(z) = 2™ es derivable en todo punto z € R con

() = nz" 1.
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Los ejemplos de la seccién anterior muestran que la formula vale para n = 0, 1, 2. Probemos por
induccion que la formula es cierta para todo n > 1. En efecto, si el resultado se tiene para un cierto
n > 1 entonces, de acuerdo a la proposicion anterior la funcion f,1(z) = 2" = 2"z = f.(z)-x
es derivable en  con

fra(@) =fo(3) T+ fo(@) - 1=nz" 2+ 7" = (n+ 1)7"

lo cual concluye el paso de induccién.
Con esto, la formula para la derivada de un cuociente implica que paran € N, n > 1, la funciéon

gn(z) = 27" = 1/2™ es derivable en todo punto  # 0 con
Fn—1
. —nI o
9,(7) = ()2 = —nz "
Ejemplo 3.8.

Como corolario del ejemplo anterior se sigue que todo polinomio p(x) = ag+ a;z + - - - + apz* es

derivable en todo punto € R con
P (%) = a1 + 24,7 + 3asz* + -+ - + na, "

Por ejemplo p(z) = 1 + 2® + 527 es derivable con p'(Z) = 37° + 357°. Asimismo, toda funcion
racional es derivable en su dominio. Por ejemplo f(z) = x/(1 — 2?) es derivable en todo punto
z e R\ {-1,+1}, con

1-(1—2%) —z-(—27) 1+ 22

f'(x) = (1— 72)2 T -z

Ejemplo 3.9.
Las funciones tan(z) y cotan(z) son derivables en sus respectivos dominios y se tiene

tan’(7) = sec(z),
cotan’(z) = —cosec?(Z).

La primera formula por ejemplo es valida para todo & & {n/2+km : k € Z}, y se obtiene usando
la férmula de la derivada de un cuociente pues

(sen)’ (7) = sen’(7) cos(Z) — sen(z) cos’ ()  cos?(T) + sen?(T) 1

cos cos?(T) B cos?(T) ~ cos?(z)

Ejemplo 3.10.
La regla del cuociente implica que f(x) = exp(—z) es derivable en R con f'(z) = —exp(—x).
De esto, usando algebra de derivadas, se deduce
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senh’(z) = cosh(z),
cosh’(Z) = senh(z),
tanh’(z) = 1/ cosh?(Z).

Ejemplo 3.11.

La funcién f(z) = exp(z) + x?sen(x) es derivable en todo Z € R. En efecto, las funciones z? y
sen(zr) son derivables en todo R, y por lo tanto lo mismo ocurre con su producto z%sen(z). La
suma de esta tltima con la funcién derivable exp(z), nos da la funcién f(z) la cual resulta por
lo tanto derivable en todo R. El algebra de derivadas nos permite calcular

f'(z) = exp/(z) + 27 sen(T) + 7° sen’(T) = exp(Z) + 27 sen(Z) + Z° cos(Z).

En particular f'(1) ~ 4.9415 y puesto que f(1) ~ 3.5598 se obtiene que la aproximacion afin de
f(-) en T =1 es la funcién

a(x) = 3.5598 + 4.9415(z — 1) = 4.94152 — 1.3818.

20

y=4.94x-1.38

Regla de la cadena

La composicion de funciones derivables sigue siendo derivable y existe una féormula sencilla para
calcular su derivada: la regla de la derivacion en cadena, o simplemente regla de la cadena.

Teorema 3.2. Sea f: (a,b) — (¢,d) derivable en T € (a,b) y g: (¢,d) — R derivable en § =
f(Z) € (¢,d). Entonces go f es derivable en T con

(go f)(x)=g'(f(2) f'(2).

DEMOSTRACION. Definiendo q(y) := [g(y) —g(9)]/[y— 9] siy # 7y q(7) := ¢'(§) podemos escribir
9(y) = 9(y) = a(y)ly — 9] con lim, 5 q(y) = ¢'(y). De aqui resulta
9(f(x)) — 9(f (%)) flz) = f(7)

L = lim g(f(2)) == ——— = 9 ) ['(2). -




Observacion: Usando la notacion % para la derivada, la regla de la cadena adopta una forma

mas facil de recordar: si y = y(u) con u = u(z) entonces

dy dydu
der  dudzx’

Ejemplo 3.12.
Para a > 0, la funcion f(z) = a® es derivable en todo R con

En efecto, por definicion se tiene f(z) = exp(xIn(a)) la cual es la composicion de la funcion
exp con la funcion lineal g(x) = xIn(a). La regla de la cadena asegura que dicha composicion es
derivable y se tiene

f(z) = exp/(ZIn(a))g' () = exp(ZIn(a)) In(a) = In(a)a®.

Ejemplo 3.13.
Podemos también generalizar la regla de la derivada para las potencias al caso de potencias de
exponente real. Sea a € R, a # 0. La funcion f(x) = 2* definida para x > 0 es derivable en todo

z > 0 con
f(z) = az .

Para ver esto basta expresar f(z) = exp(aln(z)) y aplicar la regla de la cadena para obtener

a—1

f'(z) = exp(aln(f))% = 7%= = ax

SRS

En particular f(z) = /z es derivable en todo Z > 0 con

Ejemplo 3.14.
La funciéon f(z) = tanh < 1+ senz(:c)) es composicion de funciones derivables. La regla de la
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cadena nos permite calcular:

(@) = tantf (/T4 sen?(@)) [T+ sen?(@)]
1 1 , ,
- cosh’ ( 1+ sen%x)) 24/1 + sen?(z) [1 + sen’ ()]
sen(x) cos(x)

cosh? <\/1 + sen%x)) V/1+ sen?(z) '

Derivadas de funciones inversas

Teorema 3.3. Sea f: (a,b) — (c,d) biyectiva y continua. Si f es derivable en T € (a,b) con
f'(z) # 0, entonces la funcion inversa f~': (¢,d) — (a,b) es derivable en § = f(Z) con

11
fi@)  f@)

(f )@ =

DEMOSTRACION. Del capitulo anterior sabemos que la funcién inversa f~! es continua. De este
modo, definiendo z(y) = f~!(y) se tiene lim, ,; x(y) = Z, y por lo tanto

Observacion: Nuevamente en la notacion 9L In L el resultado anterior adopta una forma sugerente:
siy =y(x) y x = x(y) representa la funciéon inversa, entonces

dy
=1
dx /

Ejemplo 3.15.
La funcion arcsen: [—1,1] — [—m/2,7/2], siendo la inversa de sen resulta derivable en todo
punto § € (—1,1). En efecto, en tal caso tenemos Z = arcsen(y) € (—m/2,7/2) y se tiene
sen’(z) = cos(¥) # 0, con lo cual
1 1 1 1
arcsen’(y) = = =

sen’(z)  cos() - /1 — sen?(7) - V1—7°
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Ejemplo 3.16.

La funciéon tan: (—7/2,7/2) — R es derivable en todo punto = € (—7/2,7/2) con tan'(z) =
1/ cos?(z) > 0. Su inversa arctan: R — (—7/2,7/2) es por lo tanto derivable en todo punto
y = tan(x) y se tiene

1
1+tan?(z) 1+32

arctan’(y) = = cos*(7) =

Ejemplo 3.17.
La inversa de tanh: R — (—1, 1) es derivable en todo punto § € (—1,1) con

SN 1 _ 2 10
(tanh™)(g) = k(b1 (7)) cosh”(tanh™ " (g)) =
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10.

11.

Guia de Ejercicios

. Demuestre que f(x) = z* es derivable en todo punto y que f'(z) = 372.
. Encuentre la aproximacion afin de sen(z) en el punto z = 37 /4.

. Pruebe que la funcién definida por f(z) = exp(—1/2%) si x # 0y f(0) = 0 es derivable en

z =0 con f'(0) = 0.

. Sea f(x) =1 — cos(z) para x € Qy f(z) = 0 para © € Q. Pruebe que f es derivable en

=0,y que f'(0) =0.

. Sean f,g: R — R derivables en a € R con f(a) = g(a) y f'(a) = ¢'(a). Pruebe que toda

funcion h(-) tal que f(x) < h(z) < g(z) es derivable en a con h'(a) = f'(a) = ¢'(a).

. Sea f: R — R derivable en 0 tal que f(x +y) = f(x)f(y) para todo z,y € R. Pruebe que f

es derivable en todo punto y que f'(z) = f(0)f(Z).

. Usando é&lgebra de derivadas, demuestre por induccion que las funciones f(z) = sen(nz) y

g(x) = cos(nx) son derivables con f'(z) = ncos(nx) y ¢'(x) = —nsen(nzx).

. Encuentre la aproximacion afin de f(z) = [sen(2z) + cos(2x)] exp(—z) en el punto 7 = —1.

. Pruebe que arccos: [—1,1] — [0, 7] es derivable en todo punto y € (—1,1) con arccos'(y) =

—1/4/1 — 42
Pruebe que la funcién senh™': R — R es derivable en todo punto y € R con (senh ™) (y) =

1/\/y*+ 1.

Pruebe que cosh™: [1,00) — R es derivable en todo punto y > 1 con (cosh™')(y) =

1/4/y? — 1. {Qué ocurre en y = 17
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P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

P7.

Guia de Problemas
Sean f,g: R — R que cumplen lo siguiente:

a) g(x) = zf(z) + 1y lim f(z) = L. b) gla+0) = g(a)g(b).

Demuestre que ¢'(z) = g(z).

Sea ¢ > 1. Pruebe que si f: R — R es derivable en 0 entonces existe el limite L = h’r% [f(cx)—
T—
f(@)] /.

Sea f: R — R derivable tal que f' = af(z) Vx € R, con a constante. Demuestre que

f(z) = f(0)e.

Indicacion: Considere g(x) = e ** f(x).

Sean f; funciones de R — R (derivables), donde i = 1,...,n. Sea

G = filfa(--- (fu())---)).

Demuestre que:
n

G (x) = [ [ F(Fisr(firal - (fu(2)) )

i=1
Sea g: R — R dos veces derivable con ¢'(x) # 0 en todo Ry f: R — R definida por
f(z) = cos(kg(x)). Muestre que

!

- f% + (kg')*f = 0.

Sea f derivable en xg, calcular

mf($o+ah)_f($o+5h)

h—0 h

donde «, 8 € R.

Sea f: R — R una funcion tal que

|[f(z) = f(y)l < alz —y)* para todo z,y € R

con a > 0. Pruebe que f': R — R existe y f'(z) = 0 para todo = € R.

31



SEMANA 4

s, Ingenieria Matemtica
Derivadas: Los teoremas [ fom

4.1 Maximos y minimos: la regla de Fermat

En lo que sigue presentaremos diversas aplicaciones de la derivada al estudio de funciones. La
primera corresponde a la regla de Fermat que permite caracterizar los puntos donde una funciéon
derivable alcanza su minimo y su maximo. Para enunciar el resultado de manera precisa definiremos
que se entiende por puntos de minimo o méximo, local o global de una funcién.

DEFINICION (PUNTOS EXTREMOS DE UNA FUNCION) Sea f: A C R — R una funcién, don-
de A es su dominio. Sea = € A.

» Diremos que Z es un punto de minimo global de f, si f(z) < f(z) para todo x € A.

De manera analoga se define un punto de mdzimo global de f.
= Diremos que Z es un punto de minimo local de f si 30 > 0 tal que
f(@) < f(x) Vee ANz —9d,z+ ).
De manera analoga se define un punto de mdzimo local de f.

Si se cumple cualquiera de de los 4 casos, diremos que Z es un punto extremo de la funciéon f.

Claramente, todo punto de minimo global es un punto de minimo local de f (anélogo para maximos)

Teorema 4.1. Si T € A es un punto extremo de una funcion f: ACR — R, y f es derivable en
z, entonces f'(z) = 0.
DEMOSTRACION. Si Z es minimo local, para x cercano a 7 se tiene f(x) > f(z), con lo cual

T—T r—2x z—zt r—

es decir f'(z) = 0. El caso de un maximo local es analogo. O

Observacion: El teorema se puede escribir en una linea del modo siguiente:
T esextremode f A f(T)existe = f(z)=0.
Usando un poco de algebra proposicional se sabe que

(pNq = r) < pAgqVr
= PVGVr
— (p = qVr).
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Por lo que el teorema también se puede escribir como
T es extremo de f = f'(Z) no existe V [f(z)=0.

El conjunto de puntos, donde o bien f no es derivable, o bien la derivada vale 0, son los famosos
puntos criticos de una funciéon. Usando este lenguaje, el teorema se lee diciendo que todo punto
extremo es punto critico. Por lo tanto, para encontrar los puntos extremos de una funcién uno
siempre comienza por buscar los puntos criticos de ella y después analiza cual de ellos es o
no punto extremo. Después se puede seguir analizando la funcién, para determinar cual punto
extremo es maximo o minimo y cual de ellos es local o global.

Ejemplo 4.1.

Deseamos disefiar un cilindro de radio r y altura h cuyo volimen V = mr2h sea méximo, para
una superficie total dada S = 27r? 4+ 27rh. De esta tltima relacién se obtiene h = S/27r — r,
con lo cual obtenemos la expresion del voltmen exclusivamente en funcién del radio

>

D e

El radio 6ptimo se obtiene de maximizar la funcién V' (r), para
lo cual buscamos la solucion de la ecuacion V'(r) = 0, vale decir

S

— —3m*=0

2
la cual tiene dos soluciones. Como nos interesan radios positivos,
obtenemos r* = /S/67 al cual le corresponde un voliimen méxi-

mo V' (r*) = /S3/b4m y una altura 6ptima h* = /2S5/3m = 2r*.

En rigor aiin no podemos asegurar que la soluciéon encontrada corresponda efectivamente a un
maximo del volumen, pues el criterio V'(r) = 0 no discrimina entre un minimo y un maximo. Més
adelante veremos criterios que permiten hacer tal distinciéon. Por el momento, para convencernos
que la solucién es un méximo, podemos hacer un grafico aproximado de la funcion V(r).
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Ejemplo 4.2.

Un salvavidas A debe auxiliar a un banista B. Corre desde A hasta un punto P al borde del
mar, prosiguiendo a nado hasta B. Se desea determinar la posicion de P que garantiza alcanzar
B en el menor tiempo posible.

Suponiendo conocidas las velocidades en la tierra v, y en

el mar vy, asi como las distancias a, b, d, el tiempo se puede
calcular como

dap n dpp

Tap =Tap +Tpp =

Vg (%)

vale decir, en funcién de la variable x,

B \/$2+a2+ V(d—2)2+ b2

T
AP <x> Vg (%)

Esta funcién es continua y en consecuencia alcanza su mi-
nimo en [0,d]. Mas adelante veremos herramientas que

permiten probar
que el minimo es de hecho alcanzado en un tnico punto z € (0,d), el cual queda por lo tanto

caracterizado por la ecuacion 1% z(z) = 0, vale decir

x B (d—x) _0
vVt +a? vy (d —x)? + b?

Este modelo tiene una importante aplicacion fisica. En efecto, el Principio de Fermat en 6ptica
establece que la luz viaja siguiendo trayectorias de tiempo minimo. En un medio uniforme la
velocidad de la luz es constante de modo que la trayectoria de tiempo minimo entre dos puntos
A y B coincide con la de longitud minima, vale decir, el segmento de recta que une A con B.
Cuando A y B se encuentran en medios caracterizados por distintas velocidades de la luz v, y vy
(aire/agua por ejemplo), la trayectoria exhibe un quiebre al pasar de un medio al otro, fenémeno
conocido como difraccion. En este contexto la relacion , llamada Ley de Snell, se expresa en
funciéon de los dngulos o y 3 como

(4.1)

sena  sen f3

Vg (%)

4.2 El teorema del valor medio

Al iniciar el capitulo motivamos la nocion de derivada observando que ciertas funciones f (las
derivables) se “parecen” (localmente) a sus aproximaciones afines a(x) = f(Z) + f'(Z)(x — 7). Es
natural conjeturar entonces que, al menos localmente, las propiedades de una funciéon y de su
aproximacion coincidan. Asi por ejemplo, si la aproximacion es creciente, esto es si f'(z) > 0,
esperamos que f sea también creciente en una vecindad de z. Esta conjetura no es del todo cierta
y requiere ser precisada. La técnica basica para relacionar las propiedades de f con las de sus
aproximaciones afines es el Teorema del Valor Medio (no confundir con el Teorema de los Valores
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Intermedios).

Teorema 4.2 (TVM). Sean f,g: [a,b] = R funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b).
Entonces, existe £ € (a,b) tal que

[£(0) = F(a)lg'(€) = [9(b) — g(a)lF'()-

En particular, si g(z) = x se tiene

DEMOSTRACION. Definiendo la funcién auxiliar h: [a,b] — R mediante

W) = [f(b) = f(a)]lg(x) = g(a)] = [f(x) = f(a)]lg(b) = g(a)],

el resultado se reduce a probar la existencia de £ € (a,b) tal que h'(§) = 0.

Usando el Teorema sobre algebra de funciones continuas y la Proposicion sobre algebra
de funciones derivables, se deduce que h es continua en [a,b] y derivable en (a,b). Ademas, por la
propiedad de acotamiento de funciones continuas establecida en el Teorema [2.3] sabemos que h
alcanza su minimo y su maximo en [a, b|.

Ademas, un calculo sencillo muestra que h(a) = h(b) = 0. Esto nos permite realizar el siguiente
razonamiento:

» Si existiera algin x € (a,b) donde h(x) > 0, el maximo de h se alcanzaria en algin punto
¢ € (a,b). Usando la regla de Fermat, deduciriamos que en ese punto h'(§) = 0.

» Analogamente, si para algiun x € (a,b) se tuviese h(z) < 0, bastaria tomar el punto £ € (a, b)
donde h alcance su minimo.

= Por dltimo, si las dos propiedades previas fallaran, la funciéon h seria idénticamente nula en
el intervalo (a,b), y podemos tomar £ € (a, b) arbitrario. O

4.3 Algunas aplicaciones de la derivada

En esta secciéon veremos la utilidad de la nocién de derivada para el célculo de limites, asi como
para estudio de la monotonia y convexidad de funciones.
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La regla de I'Hopital

Una primera consecuencia directa del TVM es la llamada regla de [’Hopital para el célculo de
limites de la forma 0/0 o co/o0.

Teorema 4.3. Sean f,g: (a,b) — R derivables en (a,b), tales que
rli}tlzlJf f<x) - xli}(lzlJrg(x) =1L
con L =00 L = +o0, y ¢ (x) #0 para todo x € (a,b). Entonces
!/
i L) gy @) (4.2)

z—a™t g(ﬂf) z—a™t g/(il?)

siempre que este ultimo limite exista.

DEMOSTRACION. Para el caso L = 0, definiendo f(a) = g(a) = 0, el resultado es una aplicacion
directa del TVM y de la regla de composiciéon para limites. El caso L = 00 es més delicado y se
propone como ejercicio (dificil pero instructivo). a

Obviamente, la regla de I’'Hopital también se aplica para limites con x — a~, * — a, e incluso para
limites con x — oo: si lim, 0 f(2) = lim, 00 g(2) = 00 00 y ¢'(z) # 0 para z suficientemente
grande, entonces
1 —f(1 2 (1 /
ttm 2D _ gy S g, P P, F)
w00 g(x) oot g(1/y)  wo0t —g' (L) /y? yoot g'(1)y)  ==ee g'(2)

siempre que este ultimo limite exista.

Y

Ejemplo 4.3.
Veamos un limite conocido: h'r% (1—cos(x))/x?* = 1/2. Este limite es de la forma 0/0. El cuociente
Tr—r

de derivadas es sen(x)/2x el cual converge a 1/2, y por lo tanto podemos invocar la regla de
I’Hopital para concluir.
La regla de I’'Hopital nos permite ir un poco mas lejos y probar que

cos(z) —1+2%/2 1

5 o “ o

En efecto, aplicando reiteradamente 1’'Hopital se obtiene

lfm cos(z) — 1+ x%/2 & sen(z) _ b
z—0 rd z—0 423 z—0 1222 24

Ejemplo 4.4.
Calculemos h’rr(l] lexp(z) — 1 — x]/2%. La aplicacion reiterada de la regla de 'Hopital conduce a
T—

, exp(x)—1—=x 1
lim = s — —.
x—0 :[,‘2 z—0 2$ z—0 2 2
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Ejemplo 4.5.
Calculemos h’rq [In(x) — 1+ x]/[arctan(z) — 7/4]. Nuevamente estamos en presencia de un limite
T—

de la forma 0/0. L'Hopital conduce a

In(z) -1+ ., 1z +1

ol arctan(z) — /4 «=11/(1+22)

Ejemplo 4.6.

Consideremos el limite lim In(1 + exp(z))sen(1/z), el cual puede escribirse como
Tr—>00

lim In(1 + exp(x))
z—oo  1/sen(1/x)

que es de la forma oco/co. La regla de 'Hopital conduce a estudiar el limite

i _P(@)/ (1 + exp(z))
T—r00 COS(l/%)/[I‘2 sen2(1/l’)]

Usando algebra de limites se ve que esta tltima expresion tiende a 1, de modo que

lim In(1 + exp(x))sen(1l/z) = 1.

T—00

Ejemplo 4.7.
(CALCULO DE ASINTOTAS) Recordemos que f: R — R posee una recta asintota y = max +n en
00, si existen los limites m = lim f(z)/z y n = lim f(x) — mx. Observando la forma del limite
T—>00 T—00
que define la pendiente m, la regla de 'Hopital nos permite deducir que si lim f'(z) existe,
T—>r00

entonces
m = lim f'(z).

T—00

Una observacion analoga vale para el comportamiento asintético de f en —oo.
Consideremos por ejemplo la funcion f(z) = In(1+exp V1 + ax?) donde a > 0. Para determinar
si existe asintota en oo calculamos

;o expV14ax? azx
f'()

B 1+exp\/1+am2\/1+am2'

Dado que V14 az? — oo y lim,, exp(u)/[1 + exp(u)] = 1, obtenemos

i exp v 1+ ax? 1
fm =
z=00 ] +expyv1+ ax?

Por otra parte
lim

ax " a Ja
— = llm —— =V
e=0o \/1 +ax? w2\ /1/22+a
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de modo tal que

x
m = lim J) lim f'(z) = Va.
T—00 T T—r00
Como ejercicio, demuestre que lim, ., f(z) — mxz = 0, de donde se sigue que f tiene una recta

asintota en oo descrita por la ecuacion y = \/ax.

4.4 Derivadas y monotonia

Para una funcion creciente, los cuocientes (f(z) — f(Z))/(x — Z) son no-negativos y por lo tanto,
si f es derivable, se sigue que f/(Z) > 0. De igual forma, si f es decreciente se tiene f'(z) < 0. El
TVM permite probar las implicancias reciprocas.

Teorema 4.4. Sea f: [a,b] = R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si f'(x) >0 (resp. <0)
para todo x € (a,b), entonces f es creciente (resp. decreciente) en [a,b]. Si la desigualdad es
estricta, la monotonia es igualmente estricta.

DEMOSTRACION. Basta notar que si z,y € [a,b] con y > x, el TVM implica que f(y) — f(z) =
F(O)(y — ) > 0 (resp <, >, <) para algiin ¢ € (z,y). 0

Ejemplo 4.8.

Consideremos la funcion f(x) = zexp(—z) definida y derivable en todo R. Dado que f'(z) =
(1 — z) exp(—x), observamos que f’(z) > 0 para todo x € (—oo, 1) mientras que f'(x) < 0 para
z € (1,00). En consecuencia f es estrictamente creciente en el intervalo (—oo, 1] y estrictamente
decreciente en [1,00). En particular obtenemos que la funcion f alcanza su maximo en el punto
T = 1, tomando el valor f(1) = 1/e, vale decir xexp(—z) < 1/e para todo x € R. Los célculos
anteriores se resumen convenientemente en la siguiente tabla de crecimiento:

—00 1 00

_l’_
(=) / hN

Ejemplo 4.9.
Estudiemos el crecimiento de f(z) = 223 — 32? — 122+ 3. La derivada es f'(x) = 62? — 6z — 12 =
6(z — 2)(x + 1). Por lo tanto la tabla de crecimiento de f viene dada por

—00 —1 2 00

f'(@) + +
f(z) /! A /

y en consecuencia f es creciente en (—oo, —1|, decreciente en [—1,2], y nuevamente creciente en
[2,00). El punto Z = —1 corresponde a un méximo local, mientras que T = 2 es un minimo local.
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Ejemplo 4.10.

Consideremos nuevamente el Ejemplo y probemos que el valor r* = /S/67 corresponde
efectivamente al radio del cilindro de superficie S que tiene volumen maximo. La funcién volumen
viene dada por V(r) = Sr/2 — 7r3, cuya derivada es V'(r) = S/2 — 3nr?. De este modo se tiene
V'(r) > 0 parar € (0,7%) y V'(r) < 0 para r > r*. Por lo tanto la funcion V' es creciente en
[0,7*] y decreciente en [r*, 00), de modo tal que r* entrega efectivamente un maximo para V' (r).

Ejemplo 4.11.
Reconsideremos ahora el problema de trayectoria de tiempo minimo del Ejemplo 4.2l Vimos que
la funcion Tap(x) es derivable en todo punto = € (0,d), con
x (d—x)
T, 5(z) = — :
a5 (@) vaV2+a?  upy/(d —x)? + b2

Dado que T)5(0) < 0y T%g(d) > 0, el TVI asegura la existencia de algin z € (0,d) tal que
T 5(Z) = 0. Por otra parte la derivada de la funcion 7% 5 estéa dada por

a? b2

W+ PR ulld—2)? 1 PR

T,XB(l') =

la cual es positiva, de modo que T 5 es estrictamente creciente en (0,d). Como 1% 5(Z) = 0, se
sigue que T 5(x) es negativa en (0, ) y positiva en (Z, d), y por consiguiente Typ es decreciente
en (0,) y creciente en (z,d). Esto prueba que & € (0, d) es el tinico minimo de la funcion T4 p.

4.5 Derivadas y convexidad

Una propiedad geométrica de las funciones, que permite hacerse una idea mas precisa de la forma
de su gréfico, es la convexidad o concavidad. Una funcion f: [a,b] — R se dice conveza si las rectas
secantes al grafico de la funciéon quedan por encima del grafico, vale decir

}(z—x) Vre<z<uy. (4.3)



NkF------
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La desigualdad se puede escribir en la forma
[f(z) = F@)i(y — =) <{[f(y) = )] + [F(2) = f(2)]} (2 — 2)
o también [f(z) — f(z)|(y — 2) < [f(y) — f(2)](z — x), de modo que equivale a
)~ f@) _ fw) ~ 1)

Z—x - Yy—z

(4.4)
mostrando que la convexidad corresponde a la monotonia de las pendientes de las rectas secantes
al grafico de f. Esto conduce a la siguiente caracterizacion.

Teorema 4.5. Sea f: [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces f es convezra en
[a,b] ssi f" es creciente en (a,b).

DEMOSTRACION. Si f es convexa y x < y, tomando z € (z,y) y v > y se obtiene

)= 1@) _ f) = 1) _ f@) = 1)

Z—x o Yy—z o v—y

Haciendo z — z* y v — y* se sigue f'(z) < f'(y) de modo que f’ es creciente. Reciprocamente,
si f’ es creciente y © < z < y, la desigualdad de convexidad (4.4) resulta de usar el TVM el cual
permite encontrar ¢ € (z,z) y d € (z,y) tales que

JE) =) _ iy < pray - IO =IC)

z2—x y—2z O

Analogamente, f: [a,b] — R se dice cdncava si las rectas secantes quedan por debajo del gréfico
de la funcion. Esto equivale a la convexidad de —f y por lo tanto, en el caso derivable, a que f’
sea decreciente.

Ejemplo 4.12.
La funcion f(z) = 2? tiene derivada f'(x) = 2z la cual es creciente, y por lo tanto 2% es convexa.
Del mismo modo para f(z) = exp(x) se tiene que f'(z) = exp(x) es creciente y en consecuencia
exp(x) es convexa. Para la funcion f(z) = In(z) en cambio, se tiene que f'(zr) = 1/z la cual
es decreciente en (0,00) y por lo tanto In es concava. Finalmente, para f(z) = 2 se tiene
f'(z) = 32? la cual es decreciente en (—o0,0] y creciente en [0, 00), de modo que x3

en (—oo,0] y convexa en [0, 00).

es concava
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A diferencia de los ejemplos anteriores, en muchos casos la monotonia de f’(x) no es evidente. Sin
embargo, si la funcién f’(z) es ella misma derivable, podemos estudiar su monotonia a través de
los signos de su derivada, que denotamos f”(x).

Ejemplo 4.13.

Consideremos la funcion f(x) = zexp(—z). Ya vimos en el Ejemplo que f'(z) = (1 —
x)exp(—z) con lo cual obtuvimos que f es creciente en (—oo, 1] y decreciente en [1,00). Para
estudiar la convexidad de f debemos determinar el crecimiento de la funcion g(z) = f'(x).
Como esta ultima es derivable bastara estudiar los signos de su derivada ¢'(x) = f"(x)
(x — 2)exp(—=x). Claramente ¢'(x) > 0 ssi > 2, de donde g = f’ es creciente en [2,00
y decreciente en (—oo,2]. Concluimos que f es concava en (—o0,2] y convexa en [2,00). Los
calculos anteriores se resumen convenientemente en la tabla de convexidad:

—00 2 0

e | - |+
fo) | N0 [ 7
fo |~ | -

Un grafico aproximado de la funcion es el siguiente:

0.2

-0.21

L L L L L L L
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
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SEMANA 5

2% Iingenierl'ail\ﬂraaerj'lé?iia\
Derivadas de mayor orden Ll fom

5.1 Derivadas de orden superior

En la seccion anterior vimos la relacion entre f’ y la monotonia de f, asi como entre f” y la
convexidad/concavidad de f. El significado geométrico de las derivadas de orden superior es me-
nos evidente, pero ellas son tutiles para construir aproximaciones polinomiales de la funcién, més
precisas que la aproximacion afin dada por la derivada primera. Las derivadas de orden superior
se definen inductivamente por

fW() = (F) (@)

con la convencién f%(z) = f(x). En particular fM(z) = f'(z), f2(z) = f"(z),... Notar que
para que f tenga una derivada de orden k en Z, f*~!(z) debe existir al menos en un intervalo
(T —€,T + €) y ser derivable en Z.

Si f admite una derivada de orden k en todo punto de un intervalo (a,b), entonces f [k—1] (e
inductivamente todas las derivadas de orden inferior a k) son continuas en (a,b). Diremos que
f:(a,b) = R es de clase C*(a,b) si es k veces derivable en todo punto del intervalo (a,b), y la
funcion f*: (a,b) — R es continua. Si esto es cierto para todo k, diremos que f es de clase C™.

Ejemplo 5.1.
Las funciones f(x) = sen(x) y g(z) = cos(z) poseen derivadas de todos los érdenes y son de
clase C*°. En efecto, sabemos que f'(Z) = cos(z) y ¢'(Z) = —sen(Z). De manera inductiva se
encuentra que
sen () si k=0 (mod 4),
sen® (7) = cos(T) ) s? k=1 (mod 4),
—sen(z) si k=2 (mod 4),
—cos(z) sik =3 (mod4),

y analogamente para las derivadas sucesivas de cos.

5.2 Desarrollos limitados

Diremos que f: (a,b) — R posee un desarrollo limitado de orden k en torno al punto z € (a,b) si
existen constantes ag, ..., ar € R tales que

f(@)=ao+ai(z —7) +as(z —2)* + -+ ap(z — 2)* + o((z — 7)").

con lim,_go(u*)/u* = 0. Usando el cambio de variables h = x — Z, la propiedad se escribe de
manera equivalente

f(Z +h) = ag+ arh + ash® + - - - + aih* + o(h").
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Un desarrollo limitado de orden k£ es por lo tanto una aproximacion polinomial, cuyo error de
aproximacion es pequefio en comparacion con (z — z)*. La herramienta basica para obtener tales
aproximaciones son los desarrollos de Taylor descritos a continuacion.

Teorema 5.1. Sea f: (a,b) — R, k-veces derivable en T € (a,b), y sea

Tf(h) = f(z) + f'(Z)h + @fﬂ + -+ %h’“
su desarrollo de Taylor de orden k en torno a x. Entonces

f() = THw =) + ol(z — )
con limy,_,0 o(h*) /¥ = 0.

DEMOSTRACION. Sea € > 0 tal que f es (k — 1) veces derivable en I, = (T — €,Z + €), y sea
f(x) = f(z) — Tf(x — z). Notando que f(@) = f'(z) =--- = f*1(z) = 0, al igual que para la
funcion g(z) := (z — 7)*, podemos aplicar el TVM inductivamente (k — 1) veces y deducir que
para todo x € I,z # T existe £ = £(x) (en (Z,z) o (z, %) seglin corresponda) tal que

fl)  fEUE) 1 [ — ()

= = — — k(%

o) g R = )
Dado que £ = £(x) — , la regla de composicion de limites implica que el lado derecho tiende a 0,
lo que permite concluir. O

Observacion: La reciproca es en general falsa: el hecho que una funcién admita un desarrollo
limitado de orden k en Z no implica la existencia de f¥! (Z). Considerar por ejemplo la funcion
f(x) =xsenz’siz € Qy f(z) = 0sino, la cual admite el desarrollo limitado f(z) = 2*+o0(23)
pero que solamente es derivable en £ = 0 y por lo tanto no tiene derivada segunda ni menos
tercera en dicho punto.

Ejemplo 5.2.
La funcion f(z) = exp(z) es de clase C* con f¥/(0) = 1 para todo k. Asi, su desarrollo limitado
de orden £ en torno a 0 viene dado por

2 k

exp(z) = 1+x+%+---—l—%—|—o(zk).
Ejemplo 5.3.
La funcion f(x) = —In(1l — x) es derivable en (—o0,1) con f'(z) = 1/(1 — x). Se sigue que

f"(x) =1/(1 —2)2 f"(x) =2/(1—2)%,..., f¥(z) = (k—1)!/(1 — 2)*. En consecuencia f es de
clase C* en (—o0, 1), y su desarrollo limitado de orden & en torno a 0 es
22 23 k

T T k
In(1 x)—x+2—i—3+ +k+0(x).
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Ejemplo 5.4.
Sea f(x) = sen(x) + cos(z). Los desarrollos de Taylor de orden 1,2 y 3 en torno a 0 estan dados
por

Ti(z) =1+
T?(a:) =1+z—2%/2
Ti(z) =14z —2%/2—2°/6

Los siguientes graficos ilustran como los desarrollos de Taylor (linea discontinua) se aproximan
cada vez mejor a la funcion original f(z) = sen(x) + cos(z).

THa) T

Los ejemplos que siguen ilustran como se pueden combinar desarrollos limitados conocidos para
obtener desarrollos de funciones mas complejas.

Ejemplo 5.5.
Los desarrollos limitados se pueden sumar y multiplicar, operando basicamente como si se tratara
de polinomios. Consideremos por ejemplo los desarrollos limitados

sen(r) = x — 2°/6 + o(x?)
exp(—z) =1 —a+22/2 — 2°/6 + o(2?).
Usando el hecho que un término o(z™) es también o(x*) si k < m, se obtiene
2 3 2 3

exp(—x) +sen(z) = 1+ z_Z 5 o(z®) +o(z*) =1+ % - % + o(z?).

Asimismo, el hecho que 2™ = o(z*) si m > k y también f(x)o(z*) = o(a™*) siempre que
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lim, o | f(x)/2™| < 0o (ejercicio), se obtiene

sen(x) exp(—x) = [az — "%3 + 0(:B4)} : {1 — T+ %2 - %3 + o(z?)

T 1 5
:x—x2+§—ﬁ+%+o(aﬁ)exp(—x)+0(w)sen(x)

3
:x—x2+§—|—0(:ﬁ4).

Ejemplo 5.6.

Los desarrollos limitados también se pueden componer. Por ejemplo, para obtener un desarrollo
limitado de orden 2 de f(z) = In[l + exp(x)] en torno a £ = 0, podemos usar el desarrollo
exp(r) = 1+ x + 2?/2 + o(z?*) que permite escribir

f(2) =In[2+ 2z + 2%/2 + o(z?)).

Por otro lado, dado que
2

In[2 + 2] :ln2+g—%+0(z2)
reemplazando z = x + x?/2 + o(z?) se obtiene
2 2 2 2 2 2\12
f(l’) :1n2_|_ [x—i—x / —|—0(l‘ )] _ [$+£L‘ / _'_0(‘1. )] +0([$+l‘2/2+0(l’2)]2)

2 8

Finalmente, para obtener el desarrollo buscado es suficiente identificar los coeficientes de las
potencias de x de grado menor o igual que 2, pues todos los términos restantes son de orden
o(x?). Con esto se llega a

2

In[1 +exp(z)] =In2+ g + % + o(z?).

Obviamente este mismo resultado se obtiene de calcular el desarrollo de Taylor de orden 2, pues

F(0) = n2, f/(0) = 1/2 y J(0) = 1/4.

Ejemplo 5.7.
Los desarrollos limitados también son tutiles para calcular limites de la forma 0/0. En rigor, se
trata de otra forma de la regla de I’'Hopital. Ilustremos esto a través de un ejemplo sencillo:

, exp(x) — cos(z) — sen(x)
lim
20 In(1 + 222)

La primera potencia (no nula) en el desarrollo limitado del denominador es x?, mas exactamente,
In(1+ 22?%) = 22* 4 o(2?). Haciendo un desarrollo de orden 2 del numerador se obtiene exp(x) —
cos(x) — sen(z) = 2% + o(2?), de modo que el limite buscado es

2 2 2 /.2
- - 1
I exp(z) — cos(z) — sen(x) T & + o(x?) . 1+ o(x*)/x

20 In(1 + 2x2) 20 222 4+ o(22)  ©=02 + o(a?) /22 2’
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resultado que se obtiene también facilmente usando la regla de ’'Hopital (ejercicio).

5.3 Caracterizaciéon de puntos criticos

Otra aplicacion importante de las derivadas de orden superior es que permiten discriminar si un
punto critico (f'(Z) = 0) es minimo local, méximo local, o punto de inflexién (punto de cambio de
convexidad de la funcion). El resultado preciso es el siguiente.

Proposicién 5.2. Sea f: (a,b) — R, k veces derivable en T € (a,b), con f'(z) = --- = flk=1(z) =
0y f¥(z) #0, k> 2. Entonces hay 3 casos posibles:

(a) Sik es pary f¥(z) >0, T es un minimo local.
(b) Sik espary fM(z) <0, T es un mdrimo local.
(c) Sik es impar, T es un punto de inflexion.

DEMOSTRACION. Consideremos primero el caso en que k es par. Haciendo un desarrollo limitado
de orden k para f en torno a I se obtiene
fl) — f(@) _ Y3

I =
eos (- 2)F k!

Se sigue que existe un intervalo I en torno a  en el cual (f(z) — f(Z))/(x — Z)* tiene igual signo
que f*1(z). Como k es par se deduce que para todo = € I,z # T, se tiene f(x) > f(Z) en el caso

(a) y f(z) < f(Z) en el caso (b).
Si k es impar, un desarrollo de orden (k — 2) de g = f” conduce a

o A" @)
ie (x — 22 (k—2)

Como antes, para x cercano a Z el signo de f”(z)/(x —2)*~2 es igual al de f¥/(z) y, dado que k —2
es impar, se deduce que f”(z) cambia de signo entre x < =y x > Z, de modo que la convexidad
de f cambia al cruzar . a

5.4 Férmula de Taylor
La siguiente generalizacion del TVM permite calcular el error de aproximacion que se comete al
reemplazar una funcién por su desarrollo de Taylor.

Teorema 5.3. Sea f: (a,b) — R, (k + 1)-veces derivable en todo punto del intervalo (a,b). Sea
TF(:) el polinomio de Taylor de orden k en T € (a,b). Entonces, para todo x > T (resp. © < I)
existe £ € (T,x) (resp. £ € (x,%)) tal que

[k+1]
f(m):Tf($—$)+%($—$)k+l. (5.1)
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DEMOSTRACION. Analoga al Teorema [5.1} aplicando el TVM inductivamente (k + 1) veces, para
x> T (resp. x < T) se encuentra & € (Z,x) (resp. £ € (z,7)) tal que

flz) = Tf(x—z)  fli(g)
(x -z (k+ 1D O

Ejemplo 5.8.
Retornado el Ejemplo [5.2| y usando el Teorema anterior, el error cometido al reemplazar exp(z)
por su desarrollo de orden k se expresa como

k

' exp(€ L
exp(z) — Z = (k‘i—(lilxﬂ

con ¢ € (0,z) si x> 0, o bien £ € (2,0) si < 0. En ambos casos se obtiene

k

exp(x Z %

=0

|x|k+1

< exp |$|)m,

y puesto que |z|**1/(k + 1)! — 0 cuando k — oo, se deduce

i

o0
z
exp(z) = lim E —.
k—o0 z' — 7!

1=

Material Extra

5.5 El método de Newton

Consideremos la ecuacion f(x) = 0 donde f: [a,b] — R es una funcion derivable tal que
f(a)f(b) < 0. En el capitulo de continuidad vimos que existe una solucién z* € (a,b), la cual
podemos aproximar mediante el método de biseccion. Dicho método, a pesar que nos asegura
converger hacia x*, es relativamente lento.

Usando la nocién de derivada podemos construir un método iterativo mas eficiente. Suponga-
mos que disponemos de una aproximacion de la soluciéon zy ~ z*. Si en la ecuacion f(x) = 0
reemplazamos la funcion f(-) por su aproximacion afin en torno a xy, obtenemos la ecuacion
lineal f(xo) + f'(xo)(x — x9) = 0. Si f'(xo) # 0, la solucién de esta ecuacion linealizada es
r1 = x9 — f(x0)/f'(z0), la cual podemos considerar como una nueva aproximacion de z*, que
esperamos sea mas precisa.
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La iteracion de este procedimiento a partir de la nue-
va aproximacion conduce a un método iterativo de la
forma

Try1 = Tn — f(20)/ [ (20)

el cual estara definido mientras se tenga f'(z,) # 0.
Esta iteracion se conoce como el Método de Newton
= FAY ~ (para ecuaciones).

Ejemplo 5.9.
Para la ecuacion 22 = a, la iteracion de Newton toma la forma

1 a
Tntl = 5 <$n + x_>

la cual fué estudiada en detalle anteriormente, donde probamos que converge para todo punto
de partida zy > 0. En esa ocasién se constatoé que la convergencia era muy rapida.

El siguiente resultado explica el origen de la rapidez del método de Newton.

Teorema 5.4. Sea f: (a,b) — R una funcion de clase C* y supongamos que z* € (a,b) es una
solucion de la ecuacion f(z*) = 0 tal que f'(x*) # 0. Entonces existen constantes e >0y M > 0
tales que para todo punto de partida xo € 1. := (x* — €,x* + €) el método de Newton estd bien
definido y converge hacia x* con

|Zpy1 — 2% < M|z, — 2.

DEMOSTRACION. Sea M tal que |f"(z*)| < M|f'(z*)| y escojamos € € (0,1/M) de modo tal
que se tenga |f'(z)| > |f(2*)]/2 v |f"(2)] < M|f'(z")| para todo z € I.
Si para un determinado n se tiene x,, € I., entonces x,,, esta bien definido y

f(z*) = flzn) — f'(2n) (@

Tuir — 2 = 2 — f(e) ) (2a) — " = ),

f(zn)

Usando el Teorema de Taylor podemos encontrar & € I, tal que

" ¥ — 2
’xn—H o $*| — ‘f (gg;/(xn) n) S M|l‘n o I'*|2 S M€|LL’n o l’*’
y como Me < 1 se sigue que z,41 € I.. Esto permite razonar inductivamente a partir de xq para
deducir |z, — z*| < (Me)"|zg — x*| — 0. O

Gruesamente, la desigualdad |z,,; — z*| < M|z, — z*|* nos dice que el nimero de decimales
exactos en la aproximacion se duplica en cada iteracion, lo cual es muy satisfactorio. Desafor-
tunadamente el resultado anterior es de caracter local: solo asegura la convergencia si partimos
suficientemente cerca de z*, cuestion que no podemos saber a priori pues en general desconoce-
mos z*! Existen resultados més explicitos, como el Teorema de Newton—Kantorovich, pero caen
fuera de los objetivos de este curso. Nos limitaremos a ilustrar el teorema anterior a través del
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.10.
Consideremos la ecuacion tan(x) = x del Ejemplo 2.1} Nos interesa la solucion de esta ecuacion
en el intervalo (7/2,3m/2). El método de Newton conduce a la iteracion

tan(z,) — o,
Tpy1 =Ty — —————
+1 tan?(z,)

Iterando a partir de xq = 4.45 se obtiene

Uk W~ O3

| o | flz) |
4.450000 | -7.3e-01
4.502423 | 1.9e-01
4.493791 | 7.7e-03
4.493410 | 1.4e-05
4.493409 | 4.5e-11
4.493409 | 8.9e-16

llegando a la estimacion z* ~ 4.49340945790906. Se aprecia la clara superioridad del método de
Newton que en 5 iteraciones alcanza una precision de 107, respecto del método de biseccion
que toma 21 iteraciones para una precisiéon de apenas 107°.
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10.

11.

12.

13.

Guia de Ejercicios

. Pruebe que una funciéon f: [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b) es Lipschitz de

constante L si y solamente si |f'(z)| < L para todo x € (a,b).

. Sean f,g: (a,b) — R derivables con f’(z) = ¢'(z) para todo = € (a,b). Pruebe que f y ¢

difieren en una constante.

. Sea p(z) un polinomio con k raices reales distintas. Muestre que si a # 0, q(z) = p(x) —ap'(z)

posee al menos k raices reales distintas.

Indicacion: Considerar la funcion f(z) = exp(—x/a)p(z) y notar que lim f(z) = 0.
T—00

. Estudie el crecimiento y convexidad de las funciones

(x —1)2 arcsen(~/T)

(i) exp(1/z) (ii) 1) (iii) zsen(In(x))

Pruebe que para todo t € R se tiene 0 < ef — 1 — ¢ < t2el'l /2.

Determine el menor valor = € R tal que (z + 1)* < 2t

Estudie la convexidad de las funciones exp(—x?) y 2 In .

Sea f: [a,b] — R convexa y derivable en Z € (a,b). Pruebe que
J@)+ @@ -2 < fl@)  Vaelal

Deducir que si f/(Z) = 0 entonces Z es un minimo global de f en |a, b].

. Sea f: R — R de clase C? tal que f” se anula exactamente en n puntos (n € N,n > 0).

Pruebe que el niimero de intersecciones del grafico de f con una recta dada es a lo sumo
n+ 2.

Estudie completamente las siguientes funciones:

a) f(x):senx—m—i—%’. ¢) f(x) = x'/* para z > 0.

2

b) f(z) = ;70 d) f(r)=xIn*(z) para x > 0.

Encuentre el desarrollo limitado de orden 4 en torno a 0 para las funciones
(i) exp(z?)[z cos®(z) + sen’(x)] (i) arcsen (V) /v/z(1+ ).

Calcule los siguientes limites:

/ 25n T (sen z)* ; ) sen(zx)
a) xli%l-!— xsenhz _(senh )* C) igr(l]x ln( x )
; 3 1 1 1
b) 9611_{20(62&C + 1)Ye, d) l,li}%ﬁ z (tanh(x) - tan(x))'

Demuestre que la funcion definida por f(z) = exp(—1/2%)siz # 0y f(0) = 0 es de clase C™
y que f*/(0) = 0 para todo k € N. Notar que los desarrollos limitados de todos los érdenes
en torno a 0 son nulos, a pesar que la funcién no es nula.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Pruebe que la ecuaciéon cotan(x) = In(x) posee una tunica solucion z, en (nm, (n + 1)), y
que z,, —nm ~ 1/1In(n), es decir, existe el limite

nh_g)lo In(n)[z, — nn].

Sea f: R — R de clase C* tal que fl*/(:) es una funciéon constante. Demuestre que f es
necesariamente un polinomio de grado k.

Demuestre que para todo z € R se tiene

sen(r) = x —a°/3 + 2°/5! — 27 /7! + 27 /9l + - .

cos(z) = 1 —2%/2! + 2t /4! — 2/6! + 2®/8! + - ..
() = +2°/3 + 2°/5) + 27 )7V + 27 /9 4 - - -
(z) =

14 2?/2! 4+ 2t /A + 2°/6! + 2°/8! + - -

senh(z

cosh(z

Encuentre un desarrollo limitado para sen(x) + cos(z) en torno a 0, cuyo error maximo de
aproximacion en el intervalo (—m/2, 7/2) sea inferior a 1073.

Use el método de Newton para estimar el minimo de f(x) = exp(z) + = + 2%

En el Teorema 2.10 suponga f de clase C* con f"(z*) = --- = flE=U(2*) = 0 y f(z*) £ 0.
Demuestre que existe una constante M tal que

|Tpy1 — 2| < M|z, — 2*|F.

Demuestre que si f: R — R es estrictamente convexa, la ecuacion f(z*) = 0 tiene a lo més
2 soluciones. Suponiendo que existe al menos una solucion, pruebe que el método de Newton
converge hacia una de ellas a partir de cualquier punto inicial xy, salvo que xy sea el minimo
de f (necesariamente tnico).
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Guia de Problemas

P1. Un envase TetraPak se fabrica plegando un rectangulo de cartéon como indica la figura (las
regiones achuradas corresponden a los pliegues de las esquinas).

|

Se desean determinar las dimensiones 6ptimas a, x, y que minimicen la superficie del rectan-
gulo original para un volumen total de 1000 (un litro).

(i) Encuentre una expresion de la superficie sélo en términos de las cantidades a, z.

(ii) Tomando a como parametro conocido, demuestre que el valor z = z(a) que minimiza
. . /1000 . .
dicha superficie es x = {/ ——. Justifique que se trata de un minimo.
a

(iii) Use (ii) para obtener una expresion S(a) para la superficie en funciéon solamente de
a y luego determine el valor minimo de esta funcion (justifique por qué es minimo).
Explicite los valores 6ptimos de a, x, y.

P2. La funcién f: [a,b] — (0,00) se dice log-convexa si In(f(z)) es convexa.

(i) Pruebe que si f es log-convexa entonces es convexa, y buscar un contraejemplo que
muestre que la reciproca es falsa.

(ii) Pruebe que f es log-convexa si y solo si f“ es convexa para todo a > 0.

P3. Considere la funcién f(z) = (z + 1) In (|=

xT

), definida en R\ {0}.

(a) Encuentre ceros y signos de f.

(b) Estudie las asintotas horizontales de f. Encuentre los limites laterales cuando x — 0% y
xr — 1% y ya sea, repare la funcion para que sea continua, o bien, detecte si hay asintotas
verticales.

(c) Use el Teorema del valor medio en la funcion auxiliar g(x) = In|z| en el intervalo
[z, x 4+ 1] para probar que

1 x+1 1
1 - —00, —1 .
x+1<n( " ><x’ V€ (—oo,—1) U (0, 00)

(d) Calcule la primera derivada de f.

(e) Use el resultado de la parte para concluir sobre el crecimiento de f en (—oo, —1)
y en (0, 00).

(f) Calcule f”(z) e indique los intervalos donde f es concava y donde es convexa.

02



(g) Estudie los limites de f'(x) cuando x — 17 y cuando z — 0~ .Usando el signo de la
segunda derivada en (—1,0) concluya cobre la monotonia de f en dicho intervalo y
pruebe que existe un tnico punto donde f’(z) = 0.

(h) Bosqueje el grafico de f.
P4. (a) Una planta productora de cobre con capacidad instalada maxima de 9ton/dia, puede

producir x toneladas de cobre corriente e y toneladas de cobre fino diarias. Si se sabe

que las producciones diarias de cobre fino y corriente cumplen la relaciéon y = 4100’—_5;” y

que el precio de venta del cobre fino es 3.6 veces el precio del cobre corriente, se pide
determinar cual es la produccion diaria que proporciona un ingreso maximo.

b) Sea f continua en [0, 00), derivable en (0, 00) y tal que f(0) = 0y f’ es creciente en RT.
( y y
1) Use el teorema del Valor Medio para probar que f’(z) > % en RT.
f(z)

2) Deduzca que la funcién g(x) = = es creciente en R,

P5. (a) Sean g,h: R — R funciones crecientes y derivables de signo constante: g < 0y h > 0.
Dadas las constantes a, b, ¢ > 0, estudie la monotonia de

f(z) = g(b — ax®) - h(arctan(cz)).

Nota: Los paréntesis denotan composicion.

(b) Usando el Teorema de Valor Medio, demuestre que

l+hmhz<(z+1)n(z+1)—azhez<l+In(z+1), Vr>0.

(c) Deduzca de (a) la desigualdad

nlnn—(n—1)<Inl+mn2+---+Inn<(n+1)lnn+1)—n, Vn>1
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SEMANA 6

A Ingeneria Matematica
Primitivas BE fom

DEFINICION (PRIMITIVA) Una funcién F' continua en un intervalo I C Ry derivable en int(/),
se llama primitiva de una funciéon f sobre I si y solo si

Vz € int(I), F'(z) = f(z).

Observacion:

1. Sean F| y F5 dos primitivas de una funcién f sobre I, entonces:

Fl=fANFy=f = (FF—F) =0
— [ —F,=cte=c
En consecuencia dos primitivas de una funcién difieren a lo més en una constante.

2. Ademas si F' es una primitiva de f, entonces la funcién F' + ¢, con ¢ € R arbitraria, es
otra primitiva de f.

Notacion: El conjunto de todas las primitivas de f se anotaréd como / f.Si F es una primitiva

[r=Fe

/f(x)dx:F(I)—i-c,

de f, entonces notaremos:

Es habitual,usar la notacion clasica:

donde dx corresponde a un simbolo que sirve para identificar a la variable.

También suele llamarse integral indefinida de f a [ f(z)dz.

6.1 Primitivas o integrales indefinidas inmediatas

A continuacién se presentan algunas primitivas cuyo calculo es elemental:

o4



senh x dz = coshz + c.

xn+l 5
1. "dx = 4 —1. .
/x x n+1—|—c, n #

[N}

) /d_x:1n|x|+C:1nK|x|, K > 0. 7. coshxdz = senhz + c.
T

3. /Senxda::—cosx+c. 8. /SGCQ£L‘d:L‘:tan:L‘+C.

4. /cosmdx:sena:+c. 9. csc? xdx = cotx + c.
1 d
5. /e“’“" dox = —e** +c. 10. A arctan z + c.
a 1+ a2
11 / do +
) ——— =—arcsenz -+ c.
V1—a?
—xdx
12. =vV1—-22+c¢
V1—a?
Observacion:

1. /f'(x>dx:f<x)+c, /f’:f+c.

2 & [iwa=sw. ([1)=r.

Proposiciéon 6.1. / es un operador lineal, es decir:

L [reg=[r+ [0
2./af:a/f, Va € R.

DEMOSTRACION. 1. Sean F'4c = /f y G+k = /g, entonces F' = fyG' =g = (fxg) =
(F + G)'. Luego (F' 4+ G) es primitiva de f £ g, es decir:

[reo=[s=[a

2. Sea F + ¢ = /f, entonces F' = f y por ende (aF) = af. Asi, aF = /af, de donde se

concluye que
/ af =« / f -

25




6.2 Teorema de cambio de variable

Teorema 6.2 (Cambio de variable). Siu = g(x), entonces

[fwau= [(re9@) g@ s o cquivatentemente [ = [(7o9)-g.

DEMOSTRACION. Sea F' una primitiva de f, es decir F'(u) = f(u). Como u = g(z), entonces

F(u) = (Fo g)(x).
Calculemos:

(Frog)(z) =F'(g(x)) - g'(x) = flg()) - g'(x),
por lo tanto: (F o g) es una primitiva de f(g(x))g'(x).

Es decir,
~[1w) v o9 [eg g
Pero F(u) = (F o g)(x luego/f / og)(x)g'(x)dx. O

Ejemplo 6.1.

coszdx du
1. [ —— = = arctanu + ¢ = arctan(senx) + c.
1+ sen?x 1+ wu?

arctanx
2. / ¢ dz
1+ 22

dx
1+ 22

u = arctanz — du =

— /eu du — eu — earctanx +e.

earctanx
Por lo tanto / < > dx = eetan® 4 o 4 ¢

1+ 22
3.
senzx dz U = COSZ
tanx dz =
COS T du = —senxzdx
d
=— —u:—ln]u\:—ln]cosx|:ln]secx\,
U

por lo tanto: /tanxdx = In|secz| + c.
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cos v dw
cotxdr = =In|senzx| + c.
sen x

secx + tanx

t
5. /Secxdx:/secx(secx—l— 8bngg)das:llr1|sec$~|—tanx|+c.

csc z(cscx — cot x)
cscxdr = dxr =In|cscx — cot x| + c.
cscx — cotx

U = adx

7. /(am—i—b)"dx;{ du:_ ar+ b

/ du 1wttt 1(ax—|—b)”“+
=[u—=-——4+c=—-—"——""+c¢
a a(n+1) a (n+1)

0]

: /\5/(3x—7)3dmzw+c

33

_ 5 8
= o (Bx —T7)® +c.

Nej

Fla)dr ey 1o
W PG

6.3 Integraciéon por partes

Proposicion 6.3 (Formula de integracion por partes). Sean u y v dos funciones de x, en-
tonces:

0, equivalentemente /u v =u-v— /u' -,

DEMOSTRACION. Notemos primero que,

y despejando, se concluye que
/u(x)v'(x) dz = u(z)v(z) — /u’(m)v(w) dz. .
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Observacion: Usualmente la formula de integraciéon por partes se escribe de manera més

compacta como
/udv :uv—/vdu,

donde dv = v'(z) dz y du = v/(x) dx.

Ejemplo 6.2.

1 rq u =z — du =dx
’ e ar dv =e*dz —v =¢€*

:xlnx—/dx:xlnx—x—l—c.

u =lnzx—du =3idz
3. I,= [ 2"Inxdx Lt
dv =2"de - v =%

n+1
" ng 1 / ng
= — " dx
n+1 n+1
.%’n_H IH,CE xn—i—l

T n+l (n+1)2+c'

4. I, = /x"ezdx;n e N.
Consideramos
— [, = x"e* — n/m”le“‘" dx,

por lo tanto: I, = z"e* — nl,_1, para n € N. Veamos,

Igz/emdx:eerc
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y luego,

Iy=¢"+¢
[1 :.Tex—[[)
IQZIQGx—2jl

I, =x2"e" —nl,n—1.

6.4 Sustituciones trigonométricas tradicionales
Cuando en una integral figuren expresiones del tipo que se indica, los siguientes cambios de variable
son convenientes:

1. Para a® + 22, usar x = atanv o bien x = asenht.

2. Para a? — 22, usar ¢ = asenv 0 x = acosv.

3. Para 22 — a?, usar x = asecv o z = acosht.

6.5 Integraciéon de funciones racionales

Se desea integrar funciones R(x) de la forma:

P(z)  apa"+---+ax+ag
Q(z)  bpa™ 4+ bz + by’

R(z) =

con n < m.
Si suponemos que el polinomio Q(x) se ha factorizado de la siguiente forma:

Q(z) = by (2 — 1) (x — 1) - (2% + byw + Cl)'gl oo (2 b+ ct)ﬁt

En donde rq,...7rs son las raices de @), de multiplicidades aq,...,aq, v fB1,...,5; son numeros
enteros positivos, con z? + b;x + ¢; polinomios irreducibles.
Entonces R(z) es igual a la suma de funciones racionales del siguiente tipo:

1. Por cada término (x — r;)® aparece la suma de «; funciones:

Ay L Ay T Agi
(x—m)  (x—r)? (x — 1)

2. Por cada término (22 + bz + cl-)ﬁi aparece la suma de ; funciones de la forma:

Bijx + Cy; Boix + Cy; B;Biix + Cﬁii
224+ bx+C; (2% +bix + ¢;)? (22 + biw + ;)P
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Ejemplo 6.3.

P(z)
R(x) = )
() (x —1)%(x — 7)(x? + 1)3(2? + 22 + 9)?
Entonces,
A B C Dx+FE Fx+G Hx+1 Jr+ K Lx + M
R(x) = +

x—1 (x—1)2+x—7+ 2 +1 +(x2+1)2+(x2—|—1)3+x2+2x—|—9+(x2+2x+9)2'

Ejemplo 6.4.

27 —5 _A:U+B+ C D
(224 1)(x—2)2 22+1 2-2 (z-—2)2

R(z) =

(Az + B)(z — 2) + C(2? + 1)(z — 2) + D(2® + 1)
(@ + 1w — 2)°

Por lo tanto,
20 —5 = (Az+ B)(z —2)* + C(z* + 1)(z — 2) + D(z* + 1). (6.1)
Podemos usar dos métodos para obtener los valores de A, B,C'y D:

= Método 1: [gualar coeficientes de ambos polinomios en x. Obtenemos asi las ecuaciones,

0=A+C (z?)
0=-4A+B-2C+D (z?)
2=4A—-4B+C (zh)
~5=4B-2C+ D (z°)

Asi, restando las ecuaciones asociadas a 22 y x, y por otra parte restando las ecuaciones
asociadas a x y 2, obtenemos

—4A—-3B=5
3A—4B = 2.
De aqui, B = —;—g yA= —%. Reemplazando nuevamente es las ecuaciones se obtiene que

C=42yD=-1/5

» Método 2: Como la igualdad de polinomios (6.1)) debe ser Yz € R,entonces se pueden
reemplazar algunos valores de x que sean convenientes. Incluso se pueden reemplazar (si
no se complica mucho el élgebra) algunos valores de = € C.

Por ejemplo, si tomamos = = 2, luego (6.1)) queda:
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—1=5D,

de donde D = —1/5.

Ademas, como x = i es raiz de 22 + 1 = 0, usamos x = i de donde obtenemos

2i — 5= (Ai + B)(i — 2)*
= (Ai + B)(i* — 4i + 4)
= (Ai+ B)(—49)
= 3A4i + 3B — 4Ai* — 4Bi
= (3B+4A) + (3A —4B)i.

Luego

3A—4B =2

4A 4+ 3B = -5,
que es el mismo sistema obtenido con el método anterior y cuya soluciéon es B = —% y
A=-U1

25"
Finalmente, para calcular C', se puede reemplazar x = 0 y usando los valores ya calculados
de A, By D, concluir que C' = %.

6.6 Primitivas de funciones trigonométricas reducibles a primitivas de
funciones racionales

Consideramos primitivas del tipo

R(senz,cosz)dx,

en donde R es una funcién racional en la cual aparecen sélo senx y cos .

Ejemplo 6.5.
Las siguientes son este tipo de primitivas:

dx senx—i—cosa:d
- — d=z.
senx +cosx Sen T — Cos T

En estos casos se aconseja el cambio de variable:

t = tan(z/2),
con lo cual 1
dt = = sec? <E> dzx.
2 2
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Pero por otra parte arctan(t) = x/2, de donde

dt dx

1+ 2

Combinando ambas igualdades obtenemos que

T 1 T t
cos| =] = , sen(— | = )
(2) V1+t2 Y <2) V14 t?

Usamos entonces unas conocidas identidades trigonométricas para el seno y el coseno de un dngulo

doble, con lo que
T T 2t
senx = 2sen (—) CcOS (—) =
2 2 1+ t2

{(5) = (5) = 1o
cosx =cos” (=) —sen” (=) = .
2 2 1+

En resumen,

A (x) 2t 1 —¢? d 2dt
= tan | — senxr — S Em— COST = S E— xr = .
2/’ 1+1¢2)° 1+t2)° 1+1¢2

Ejercicio 6.1: Escriba la primitiva / R(sen x, cos x) dz usando el cambio de variable sugerido.
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Guia de Ejercicios

1. Calcule las siguientes primitivas, en la variable 2
@ [ ® [ ) [ =
(b) / i (h) / senh(az). o) 1
(©) / sen(az). (i) / cosh(az). / v
(d) /cos(ax). () /1+1x2' 1
(e [ e 0 [ © [ o

®) [(an). 0 [ == ® [

2. Justifique en detalle el célculo, hecho en la tutoria, de las primitivas:

(a) / secx dz.

(b) / escadz.

3. Aplique un cambio de variable para calcular las siguientes primitivas, en la variable x:

(a) /;”21133 () /eﬁ.
®) [

© | S w [
@ [ lnt:;ln 0 [V

()/% (j)/\/m.

4. Sea R(senz,cosz) una funcion racional en la cual aparecen solo senz y cosz. Escriba la

® |

primitiva / R(senz, cos z) dzr usando el cambio de variable u = tan(z/2).

5. Usando integracion por partes calcule las siguientes primitivas

(a) / 2 sen(z). (c) / ver. (e) / 2 cosh(z)
(b) / 2 cos(z). (d) / 2 senh(x). (f) / s
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10.

(h) / 22 sen(z). (k) / 2% senh(z). () / \/% |
(i) / 22 cos(x). ) / 22 cosh(z).

. Establezca férmulas de recurrencia para la expresion I,,, dada por

(a) I, = / " sen(z). (d) I, — / sen” (z).
(b) I, — / 2" cos(z). (e) I — / cos™(z).
() I, / e, () I, = / " senh(2z).

. Utilizando integracion de funciones racionales calcule las siguientes primitivas

(2) /1—|1-.CL" (d) /1—1332‘
(b) /m (e) /m

© [

. Aplique el cambio de variable u = tan(%) para calcular las siguientes primitivas

(a) /senl(:c)' (d) /1—(3103(37)'

1
(b) /K(xl) (e) /sen(m)—ll—COS(w)'
(c) /1+sen(x)'

. Calcule las siguientes primitivas

o [ 0 [

g9(z)g'(z)
Calcule / \/T(:E)Q
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