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MA1101: Introduccién al Algebra
Semestre Verano 2025, Profesora M. Stein

Control 3

Indicaciones generales:
- Cada respuesta tiene que ser adecuadamente justificada.

- Recordar que N contiene a 0.

P1. Cardinales.
a) (2 ptos) Sea

X:{(Jc,y,z)E{O,l,Q,...,lOO}xZQ\y:2x/\z€{x,x—l—l,x—i—Q,...,y}}.

Determine | X|.

Solucién: Notamos que X = {(z,2z,2) € Z° |0 < 2z < 100 Az < z < 22} =
U {(2,22,2) € Z3 | © < 2 < 2z}. Notamos ademés que para todo z,2', z, 2’ € Z3
con x # 7’ se tiene que (z, 2z, 2) # (2/,22',2'). Por lo tanto, X es la unién disjunta
de los conjuntos {(z,2z,2) € Z3 | v < 2 <2z} y

100

| X| :Z\{(x,Zx,z) e 73 | v <z <2z}

z=0

(0.7 pto). Para z € {0,1,...,100} fijo tenemos que |[{(z,2z,2) € Z3 | v < z <
e} ={z€Z|x<z<2z}|=2x—x+1=2+1 (0.7 pto). Por lo tanto,

100 100 100 100 - 101
X|=> (z+1)= Zx+21—7 + 101 = 5151
z=0

(0.6 pto)

b) (2.5 ptos) Para i € N sea A; = {i} x {0,7,2x,...,iw}. Determine el cardinal de A =
UieN A;.

Solucién: Notamos que A = {(j,z) | J € N,(j =i Az € {0,7,27,...,in)} =
{(jyim) | eNAO<i<j} CNx {in | i € N}.

Mostraremos que IT = {i7 | i € N} es numerable: En efecto, f : N — II, f(n) =n-m
es biyectiva porque para g : II — N, g(z) = £ tenemos que fog : II — II,
g0/ (N B fo0(@) = [(5) = 2w 2 y'go fn) —ln ) — 22—
por lo que fog=ridyy go f=idy (0.7 pto). Como A C N x II, concluimos que
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|A| < |N x II| = |N|, donde la tltima desigualdad vale porque por una proposicién
de los apuntes un producto cartesiano de dos conjuntos numerables es numberable
(0.8 pto).

Para ver que |A| = |N|, falta mostrar que |[N| < |A| (0.2 pto). Para esto, mostramos
que h: N — A, h(n) = (n,0) es inyectiva (0.3 pto). Efectivamente, dados ny,ny € N
arbitrarios con n; # ng, se tiene que h(n;) = (n1,0) # (ng,0) = h(ny) (0.5 pto).

c¢) (1.5 ptos) Sean B; = (—1,1) C Ry By = (3,4) C R. Sea By = {z € R | bz € Z}.
Muestre que |By| = |Bs \ Bs|.
Se puede asumir que B es infinito (sin necesidad de probarlo).

Solucién: Notamos que By N By = {3.2,3.4,3.6, 3.8} por lo que |By N B3| = 4 que
es finito. Entonces |By \ B3| = |By \ (By N B3)| = |Bs| por la proposicion sobre
perturbaciones finitas, y porque se asume que By es infinito (0.6 pto).

Falta mostrar que |By| = |Bjl, lo haremos encontrando una biyeccién entre ambos
conjuntos (0.2 pto). Para esto, consideramos f : By — B, f(z) = 5+ 35y
g : By — By, g(x) = 2(x — 3.5). Se tiene que fog: By — By, go f : By — By,
ademas,

fog(x)=f(2(x—3.5)) = 2(33235> +35=z

go f(z) = g(g +35) = 2((% +35)—35) =1,

es decir, go f =idp, y fog=1idg, por lo que f es biyectiva (0.7 pto).

P2. Estructuras algebraicas.

a) (1 pto) Determine si {8z +5 | z € Z} U {0} es un subgrupo de (Z, +).

Soluciéon: No lo es, porque no contiene todos los inversos. Por ejemplo contiene a
5 pero no contiene a —5, el inverso del 5 (0.6 pto): Si —5 = 8z + 5 para algun z € Z

entonces z = —¢ = —2 ¢ 7Z, una contradiccién (0.4 pto).

b) (1.5 pto) Determine si {8z | z € Z} es un subgrupo de (Z, +).

Solucién: Usamos la proposicion de la caracterizaciéon de subgrupos. Para esto,
sean z,y € {8z | z € Z} arbitrarios (0.1 pto). Notamos que el inverso de y es
—y (0.1 pto), y que existen z,z’ tales que x = 8z y y = 82’ (0.2 pto). Como
z+ (—y) =82 — 82 =8(z — 2’) (0.3 pto) y como z — 2’ es un elemento de Z (0.3
pto), se tiene que = + (—y) € {82 | z € Z} (0.3 pto). Por lo tanto {8z | z € Z} es
un subgrupo de (Z, +) (0.2 pto).

¢) (1.5 ptos) Sea (G,*) un grupo con neutro e, sean a,b,c € G tales que cxc = a'y
c*xb=bxc. Muestre que axb =10 *a.
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axb=(bxc)xc=axb=>bx(cxc)=axb=0bxa (1.5 pto).

Solucién: Tenemos cxb =bxc = cx(cxb) =cx*(bxc) = (cxc)xb= (cxb)*xc=

d) (2 ptos) Sea (A,+,-) un anillo, con neutro aditivo 0 y neutro multiplicativo 1. Sea
a € A\ {0} un elemento que tiene un inverso multiplicativo a~'. Muestre que para todo

be A\ {0} se tiene que a-b # 0.

Solucién: Por contradiccién. Si a-b = 0 entonces 0 = a™' -0 =a' - (a-b) =
(a='-a)-b=1-b=0b, donde se usa la propiedad que 0 = z -0 para todo z € A (0.4
pto), a - b = 0 por eleccién (0.3 pto), asociatividad (0.3 pto), propiedad a='-a =1
(0.3 pto), propiedad 1-b = b (0.4 pto). Entonces b = 0, una contradiccién (0.3 pto).

P3. Complejos.

a) (2 ptos) Sea z € C. Demuestre que

|4+ |z —i]* - ?(z — %) = |V32 = V3> < Re(z) = 2Im(z).

Solucidn: Escribiendo z = a + bi donde a = Re(z) y b = Im(z), tenemos que
[4+3 ]z —i?=3(z-2) = V32— V3|? <= [4—1] |z —i>? —6Im(z) =
V3]2- 12— 12 <= 3 -|z—i?-6b=3]z 1] <= |z—i]?-2b=|z—1|? <=
la+bi—i?=2b=|a+bi— 1> < Ja+ (b—1)i]>—2b=|(a—1) +bi]>
>+ (b—12—-2b=(a—1)+b < a*+0*—-20+1-2b=0a*—2a+1+b <
—4b = —2a <= a=2b < Re(z) =2Im(z) (2 ptos).

b) (1.5 ptos) Calcule (1 + 7)® — 18 + 2i y escriba el resultado en forma polar y en forma

cartesiana.

Solucién: Tenemos (1 + i)® = (v2eiT)® = 2°e®F = 24627 = 16¢i” = 16 (une
forma alternativa de llegar a esto serfa computar (i + 1)? = 2i, (i + 1)* = —4,
(i +1)* = 16 pero hay que justificar cada célculo) (0.7 pto). Por lo tanto (1 +1)® —
18 + 2i = —2 + 24 en la forma cartesiana (0.3 pto) y (1 +4)® — 18 +2i = —2 +2i =

(—2)2? + 22¢i1™ = \/Be!1™ en la forma polar (0.5 pto).

¢) (2.5 ptos) Determine la cuartas raices wy, wy, w3, wy de . Calcule wy - wq - w3 - wy - —i.

Solucion: Aplicando la férmula para las raices de un complejo obtenemos que
WE = ) |i|eiwg(li+2ﬂk para k = 1,2,3,4 (0.3 pto). Tenemos w =+v1=1(03
pto) y arg(i) = % (0.3 pto). Entonces wy = eiF . wy = T, wy = ei's", wy = e'F

(0.5 pto). Sabemos que —i = i = ¢'2 (0.4 pto). Entonces w; - wy - w3 - wy - —i =
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i 5+9+183+1+4 s

=¢"9" =1 (0.7 pto).




