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MA1101: Introduccién al Algebra
Semestre Verano 2025, Profesora M. Stein

Control 2

Indicacion general: Cada respuesta tiene que ser adecuadamente justificada.

P1. Conjuntos imagen y preimagen/Coeficientes binomiales.

a) Sea f: 73— R dada por f(z1,xs,13) = T170.
1) (0.7 pto) Determine f({—1,0,1} x N x {4,5,6}).

Solucidn:

f({—=1,0,1} x N x {4,5,6})

= {f(x1,29,23) € R | (21,29,23) € {—1,0,1} x N x {4,5,6}} (0.1 pto)
={r12o €R | 27 € {-1,0,1} Ay € N} (0.2 pto)
={reR|zeZ} (0.3 pto)
= 7. (0.1 pto)

2) (1.8 pto) Encuentre A;, B;, C; para i = 1,...,4 tal que

4
z:l
Solucion: Por la definicion del conjunto preimagen, se tiene

1 1

71<{07 9’ 1}) = {(.%‘1,.%’2,.%’3) YA ’ f($1,$2,$3) < {07 9 1}} (0'1 ptO)
1

= {(1, 12, 23) € Z3 | 2129 € {0, o 1}} (0.1 pto)

1
= {(z1, 22, 23) € Z3 | 2129 = 0V 2129 = 3 Vxixg =1} (0.1 pto)
= {(@1,29,23) €Z3 | z120 = 0V z129 = 1} (0.3 pto)
{(.%‘1,.%’2,.%’3) € 73 ’ 21=0Va2o=0Vaxi=29=1V21 =209 = —1}
(0.2 pto)

=({0} XxZxZ)U(Zx {0} xZ)U ({1} x {1} x Z)

U{-1} x {-1} x Z2), (0.8 pto)
donde en la cuarta desigualdad se usa el hecho que z1x2 = % es falso para todo
x1,x2 € Z. Entonces podemos tomar Ay = By = {0}, A3 = Bs = {1}, Ay = By =
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‘ {—1}yA2231201202203:C4:Z(0.2pt0). ‘

b) (2 ptos) Sean f : A — By g: B — C funciones, con g inyectiva. Sea X C B con
F(f7H(X)) # X. Muestre que g o f no es epiyectiva.

Solucién: Por una proposicién de los apuntes, se sabe que f(f~1(X)) = f(A)NX
(0.4 pto) y entonces, como ademds f(f~1(X)) # X, sabemos que X \ f(A) contiene
al menos un elemento = (0.3 pto). Como ¢ es inyectiva, para todo b € B\ {z}
se tiene que g(b) # g(x) (0.4 pto), y por lo tanto y como = ¢ f(A), se tiene que
g(x) ¢ g(f(A)) = go f(A), es decir go f(A) # C (0.6 pto) y la afirmacién sigue
(0.3 pto).

¢) (1.5 ptos) Sea n € N tal que para todo k € N con 0 < k < n se tiene que (Z) es impar.

Muestre que (";’1) es par para todo k € Ncon 1 <k < n.

Solucién: Dado k arbitrario en N con 1 < k£ < n, notamos que por la identidad

de Pascal, se tiene que ("Zl) = (Z) + (k:) (0.5 pto). Como 1 < k < n tenemos

0 <k—1<n (04 pto), por lo que aplica la suposicién, es decir, (Z) y (kfl) son
impares (0.4 pto). Sumando dos impares se obtiene un par (0.2 pto).

P2. Sumatorias y coeficientes binomiales.

a) (3 ptos)
2n 2k—n
32n -1 k—n n
x()5
Solucién:
2n ok—n n n 2(k+n)—n
32n -1 k—n n _ 32n -1 (k+n)—n
kz:%( ) (’f—”> 3 k;( ) (k+n)—n) 3kn
n 2k
_ 32n -1 k n
>0 )37
B E": (n) 32 . (=2)F
- k 3k+n
" (n
_ Z 3n—k‘ X (_2)k
()

— 2)"

|
_ —~
(S R




Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

donde en la primera igualdad se usa una traslacion de indices, y en la penultima
igualdad se usa el Teorema Binomial de Newton.

b) (3 ptos) Calcule para n € N con n > 2,

"1 Ek—i ’Hn+1
QOZIH-IZ 5

1=

=0

<.

Solucién:
Pl Ek-i S (nt ) o1 ¢ (n+ 1)1
20 k—i)— 1
kgkﬂg 5 &= 5Zk+1 ) - EO
n 1 k
—4 — 1)
Zk+1zl (n+
1 k(k+1)
—4 S/ 1
Zkz—l—l 2 n(n+1)

:Ekzz:ok’—n(nle)

_ zn(n +1)

5 —n(n+1)

=0,

donde en la segunda igualdad se usa un cambio de indices y en la tercera y quinta
se usa la conocida igualdad % ;i = @

P3. Relaciones.

a) (2.5 ptos) Sea la relacién R en R? dada por (a,0)R(z,y) < a >z V(a=xAb<y).
Determine si R es una relaciéon de orden.

Solucién: 1) Para ver que es orden, tenemos que mostrar que R es refleja, anti-
simétrica y transitiva (0.2 pto).

Como para todo (a,b) € R? se tiene que a = aAb=b=a=aAb>b= a>
aV(a=aNb<b)= (a,b)R(a,b), sigue que R es refleja (0.3 pto).



Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

Para ver que es antisimétrica, sean (a,b), (z,y) € Z* arbitrarios. Tenemos
(a,0)R(z,y) A (x,y)R(a, b) < <a >zV(a=xAb< y)) A (33 >aV(r=aNy< b))
& <a>a:/\x>a>\/(a>x/\(x:a/\y§b))v<a::v/\b§y/\x>a))

\/((a:x/\bgy)/\(x:a/\ygb))

S FVFVFEFV(a=x2ANb<yAy<b)
Sa=xANb=y
& (a,b) = (z,y).

(1 pto).

Para ver transitividad, sean (a,b), (¢,d), (z,y) € R? arbitrarios con (a,b)R(c,d) A
(¢,d)R(x,y). Distinguimos dos casos. Primero, si @ > ¢ o ¢ > z, entonces a > z, y
por lo tanto (a,b)R(z,y). Segundo, si a < ¢ A ¢ < z, entonces, como (a,b)R(c,d) A
(¢,d)R(x,y), tenemos que a = c A b < dy también ¢ = x A d < y. Esto implica que
a=xANb<y< (a,b)R(z,y), y entonces R es transitiva (1 pto).

b) (1.5 pto) Sea la relacién ~ en N? dada por
(a,b) ~ (z,y) & a+2b=x+2y.

Muestre que ~ es una relacion de equivalencia y determine [(3,2)]. (la clase de equiva-
lencia de (3,2) bajo ~).

Solucidén: Para ver que es relacién de equivalencia, tenemos que mostrar que ~ es
refleja, simétrica y transitiva (0.2 pto).

Como para todo (a,b) € N? se tiene que a + 2b = a + 2b, sabemos que ~ es refleja
(0.1 pto).

Para ver que es simétrica, sean (a,b),(z,y) € N? arbitrarios. Tenemos (a,b) ~
(x,y) ©a+2b=2+2y o r+2y=a+2b<s (z,y) ~ (a,b). Por lo tanto ~ es
simétrica (0.2 pto).

Para ver transitividad, sean (a,b), (¢, d), (e, f) € N? arbitrarios. Tenemos (a,b) ~
(c,d)N(c,d) ~ (e, f) ©a+2b=c+2dNc+2d=e+2f=a+2b=e+2f =
(a,b) ~ (e, f). Entonces ~ es transitiva (0.2 pto).

Desarrollamos [(3,2)]~ = {(a,b) € N* | (a,b) ~ (3,2)} = {(a,b) € N* | a +2b =
3+2-2=7T} (0.2 pto). Notamos que para que se satisfaga a + 2b = 7 para a,b € N
es necesario que a < 7y que a sea impar (0.2 pto). Ademads, se tiene que cumplir

que b = 5% (0.2 pto). Por lo tanto, [(3,2)]. = {(1,3),(3,2),(5,1), (7,0)} (0.2 pto).

¢) (2 ptos) Sea A € Zsg. Muestre que A contiene un elemento que es miltiplo de 6.
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Solucién: Como A € Zsg, sabemos que se pueden escribir como A = [k|5 para
cierto k € {0,1,2,...,28} (0.2 pto). También sabemos que

[k]ggz{j€Z|E|Z€Z,j:292+k}
— . k—3-29k—2-29k— 29,k k+29,k+2-29,k+3-29,...}

(0.2 pto). Para mostrar que A contiene un elemento que es multiplo de 6, hay que
encontrar un @ € A = [k]og y un £ € Z tal que a = 6¢ (0.2 pto). Por lo tanto, es
suficiente mostrar que existen z,¢ € Z tales que 29z + k = 6¢ (0.7 pto). Elegimos
z =k y { =>5ky calculamos: 29z + k = 29k + k = 30k = 6/ (0.7 pto).




