Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

MA1101: Introduccién al Algebra
Semestre Verano 2025, Profesora M. Stein

Control 1

Tiempo: 3 horas.

Indicacion general: Cada respuesta tiene que ser adecuadamente justificada.

P1. Cuantificadores e Induccion.
a) (3 ptos) Determine si lo siguiente es verdadero o falso:

JreNVyeZ, (xr+1)y+ 10> 0.

Solucion: Es falso. Para probar esto, demostraremos que la negacion de la afirma-
cién es verdadera (0.5 pto). La negacién es: Vo € N, Jy € Z, (x + 1)y + 10 < 0 (0.5

pto).

Dado z € N arbitrario, elegimos y = —11 € Z (1 pto), y calculamos
(z+1)y+10=(z+1)(=11) +10 = —1lz — 1 <0

(0.5 pto) donde la ultima desigualdad se tiene porque

reEN=2>0=112>0=> -11lz<0= —-11lz—-1 <0

(0.5 pto).

b) (3 ptos) Usando induccién, pruebe que para n € N con n > 6 se tiene que

Solucién: La afirmacion se prueba con induccién en n, empezando con el caso base
n = 6, para el cudl se verifica que
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(0.6 pto). Para el paso inductivo, deduciremos la afirmacién
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para n > 6 de la hipdtesis de la induccion
2n—1 10
— —1>n-1
) n—1 ="
(0.7 pto). Calculamos
2r 10 ot N VA 10 n 10 !
5 n 5 5 n—1 n(n-1)
on—1 10 L on-t
— 5 n—1 5
H>I | n—1
>n—1+ 5
>n—1+1
>n,
(1.2 pto) donde la penultima desigualdad vale porque n > 6 = 2”: > % = % >1
(0.5 pto).

P2. Conjuntos.

a) Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas.

1) (2 ptos) Para todos conjuntos A, B,C C E, se tiene

(AUB)U(BNC)C(A\ B)°.

Solucién: Es verdadero (0.2 pto si se justifica con diagrama de Venn o con un
desarrollo como el siguiente). Desarrollamos:

(AUB)“U(BNC) C (AUB)°UB = ((AUB)NB%)° = ((ANB°)U(BNB%))¢ =
(A\B)UD)“ = (A\B)°

o alternativamente,

(AUB)CU(BNC) = (A°NBC)U(BNC) C (A°NBY)UB = (A°UB)N(B¢UB) =
(ACUB)NE=A°UB=(ANBY%‘=(A\ B¢

(1.8 pto).

2) (1.5 pto) Para todos conjuntos A, B,C' C N, se tiene

O\ (AAB) = (ANC)U(C\ B).
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Solucién: Es falso (0.2 pto si se justifica con diagrama de Venn o con un
contraejemplo como el siguiente). Consideramos conjuntos A = N, C = N,
B = 0. (0.5 pto por ejemplos concretos correctos). Observamos que para esta
eleccién de A, B,C se tiene C'\ (AAB) = N\ (NAQ) = N\N=0 #N =
NUN=(NNN)U(N\0) =(ANnC)U(C\ B) (0.8 pto por mostrar que los

conjuntos elegidos no cumplen con la afirmacién).

b) Sean C; = P(N), Co =P(Z\N)\{0} yC3={ACZ| AZNAAZZ\N}
1) (0.5 pto) Muestre que C, N C3 = (.

2) (2 ptos) Asumiendo 1) y asumiendo que Co N C3 = (), pruebe que C = {C, Cy, C3}
es una particién de P(Z).

Solucidn: 1) Para mostrar por contradiccién que C1NC3 = (), asumimos que existe
un elemento X € C1NC5, es decir X € C1AX € Cs, 1o que equivale a X C NA(X C
ZANX € NAX Z Z\N) Esto implicaque X CNAX N XCNAXCNS F
(0.5 pto).

2) Hay que verificar las tres propiedades: 1) ) ¢ C, II) los elementos de C son
disjuntos, III) los elementos de C cubren a P(Z) (0.3 pto). Se observa que I) vale
porque por ejemplo, {0} € Cy, {—1} € Cy, {0,—1} € C; (0.5 pto).

Como se asume C; NCy = Co,NC3 = (), solo falta ver que C; N Cy = () para asegurar
IT) (0.1 pto). Por una propiedad de los apuntes se tiene P(A) NP(B) = P(AN B).
Aplicando este hecho a A = Ny B = Z\ N se obtiene que C; NCy = P(N)N(P(Z\
N\{0}) = (PMN)NP(Z\N))\{0} = P(NNZ\N)\{0} = P(@)\{0} = {0}\{0} =0
(0.5 pto).

Falta ver III). Para esto, necesitamos mostrar que para cada X C Z existe un i €
{1,2,3} tal que X € C; (0.1 pto). Dado X C Z arbitrario, distinguimos tres casos:
Primero, si X C N (lo que incluye el caso X = (), se observa que X € C}. Segundo,
si X CZ\Ny X #0, se observa que X € Cy. Tercero, si X Z NAX € Z\ N, se
tiene que X € C3 (0.5 pto).

P3. Funciones.

a) (2.5 ptos) Sea f :Z — Z dada por f(x) = 2x — 1. Determine si f es inyectiva y si f es
epiyectiva.

Solucién: La funcién f es inyectiva (0.1 pto) porque dados xq,x9 € Z arbitrarios
con f(x1) = f(x2), se tiene que f(z1) = f(x2) = 1 = 2 (0.5 pto): Efectivamente,
f(x1) = f(xe) & 221 — 1 =229 — 1 & 221 = 229 & 11 = 25 (0.4 pto).

La funcién f no es epiyectiva (0.1 pto). Para ver esto, tenemos que mostrar que
existe un y € Z tal que para todo z € Z se tiene que f(z) # y (0.5 pto). Tomamos
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y = 0 (0.3 pto). Sea x € Z arbitrario, entonces f(z) =y < f(z) =0 2x —1 =
0 < 2z =14 z =3 (0.3 pto), una contradiccién al hecho que = € Z (0.3 pto).

b) Sea N* = N\{0} v Z* = Z\ (NU{—1}). Sean f : RxN* = Z*xRy g : Z* xR — Rx N*

dadas por
x

f(xvn):(_n_]anx)v g(Zax):(ma_z_l)
1) (2.5 ptos) Muestre que f es biyectiva y que g es su inversa.

2) (1 pto) Sea h : A — B una funcion inyectiva. {Es (g o (f o g)) o h inyectiva?

Solucién: 1) Por una proposicién de los apuntes, es suficiente mostrar que go f =
idrxne Yy f o g = idgxr (0.6 pto). Efectivamente go f : R x N* — R x N* y
fog:Z* xR —Z* xR (0.3 pto), y ademas,

n’z

(—n—1+1)2’_(_"_1)_1>

go f(z,n) = g(f(x,n)) = g(—n — 1,n’z) = <

= (:L‘,n)

- idRXN* (37, n)

(0.8 pto) y

/ Og(Z,ZL') - f(g(z,x)) = f(i

= (Z> $)

= idZ*xR(Z; (L’)

(0.8 pto).

2) Por proposiciones de los apuntes: Siendo la inversa de f, la funcién g es biyectiva
(0.3 pto). Como f y g son biyectivas, su composicién f o g es biyectiva (0.2 pto).
Por la misma razén, g o (f o g) es biyectiva y en particular, es inyectiva (0.2 pto).
La composicién de esta funcién con la funcién inyectiva h es inyectiva (0.3 pto).




