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P1. a) (3 puntos) Calcule la integral definida por

dx,

o 1
I{o) = /_Oo (z* + 1)(z? + a?)?

donde « es un ntmero real positivo.

Solucion

1
a =
@ 1) = GGy
los cuales esta en la recta real.
f tiene en el semiplano superior los polos simples:

5- [ es analitica en todo C excepto en 6 polos, ninguno de

z1=v€=%?u+wx z2=viiz%?@4+ﬂ,

y el polo doble z3 = ia.
(0.5 puntos)
Entonces

/oo f(z)dz = 2mi (Res,—z, f(2) + Resy—z, f(2) + Res,—., f(2)) .

(0.5 puntos)

1 .
Como f(z) = PO T PR y PR PR SR I Y se tiene

Res,—, f(2) = lim (2 — z1) f(2)

zZ—z1

= lim L
2=z (2 — 20)(2 + 21) (2 + 22)(22 + a?)2
1
(21 — 22)(221) (21 + 22) (2% + a?)2
1
221 (2] — 23)(27 + a?)?
1
V2(1 +4)(20) (i + a2)?
V2
4i(1 +4) (i + a2)?

(0.5 puntos)




Res,—., f(2) = lm (2 — 22) f(2)

. !
2=z (2 — 21)(2 4 21)(2 + 22)(22 + a?)2
1
(22 — 21)(22 + 21)(222) (23 + @?)?
1
(23 — 21)(222) (2% + 0?)?
1
(=20)(V2)(=1 +i)(=i + a?)?
3
4i(—1+4)(—i + a?)?

(0.5 puntos)
Por lo que

492
ReSz:z1 f(z) —+ ReSZ:ZQ f(Z) = \/421523;42—3_61)21)

Por otro lado, como z3 = i es polo doble, entonces:

Resy—., f(2) = zlin;, % [(z — z3)2f(z)]
- 1i 1
T dz (A D)z + i)
. —423(z +ia)? - 2(z* + 1)(z + ia)
= lim - 5
z—z3 (24 +1)(z +ic)?)
_ —dia(5a* +1)
 ((o2(at +1))?

(0.5 puntos)
Por lo tanto

/ ()t = 2l (R (e e (=) R )

s <\/§(Q42a2 —1)  —dia(ba* +1) >

4i(at +1)2 ((4a2(at + 1))
50t + 1+ a®v2(at — 222 — 1)
203 (at + 1)2

(0.5 puntos)

b) (3 puntos) Calcule la integral

2m
I / cos (2t) gt
o ©O—4sint

Considerando z = e, se tiene

1 1
cos(2t) = 3 (z2 4 ;) . (0.5 puntos)




P2.

Luego,

I_]{ 3 (£ + ) @_j{ 241 "
=1 5 _ 2 (= 1) %% Sl 22(=22 + 52 + 2) '

)
La funcion obtenida
22+ 1

1) = a2y

(0.5 puntos)

tiene tres polos: un polo doble z = 0 y dos simples: z = 2i y z = i/2. Esto es cierto
porque z = 2i y z = i/2 son los ceros del polinomio —22z2 + 5iz + 2, lo cual permite la
siguiente factorizacion:

—922% 4 5iz + 2= —2 (z—%) (2 — 2i)

y por tanto

14+1 4+1
f(z) = s = z (0.5 puntos)

22(=22 452 +2) , , (—2 (z - %) = 2i)> |

dos de los polos se encuentran dentro de la circunferencia |z| = 1: el polo simple i/2 y
el doble z = 0. Aplicando las formula habituales para el calculo del residuo en un polo
(simple y doble, respectivamente), obtenemos:

7 177 —57
Res <f7§> = o1 Res (f;0) = = (1 punto)

Por lo tanto, por el teorema de los residuos

=27 (Res (f; %) + Res (f;O)) = —%. (0.5 puntos)

a) (3 puntos) Obtener el desarrollo de Fourier de la funcién f(t) = ¢*> — ¢t en el intervalo [—L, L]

derivando su extension perioédica con periodo 2L.

Solucion

La funcion es de clase C2, por lo que su serie de Fourier converge a ella.(0.3 puntos)
Los coeficientes de Fourier de la funciéon vendran dados por:

1 L 1 L 2L2
ap = f/_L f@t)dt = E/_L(tQ —t)dt = =3 (0.5 puntos)

L oMY o L [ 2 = oo
ak—L/_Lf(t)cos< 7 )dt—L/_L(t t)cos( 7 )dt




(0.5 puntos)

kmt 1 L kmt L kmt
_—/ 21 cos(L>dt—zl/_Lt COS<T> dt_/_LtCOS<T> dt]
1| (s L . [kt |E L L . (knt
= Zl(t ESIH<_L }L—/_LQtE&n(—L ) dt)
( (kmf) L Loy ket
— | £ —sin ’ / —sm — | dt
L Lk L
1 knt knt _A(=1)FL?
L |f)- tSlH(T) dt—0+_/ Sln( L > dt] = W).

(0.5 puntos)

’ T g T _1\k
_%/_Lf(t)sin<%> dt:%/_L(t —t)SIn(kLt> dt:%'

(1 punto)
De modo que la serie de Fourier de la funcion sera:

Z 1)™L? cos mmt +2L(—1)m o mmt
= m27r2 L mm L |

(0.2 puntos)

b) (3 puntos) Una funcion f satisface las dos condiciones
f(=z)=f(z) y f(z+7)=—f(x) paratodo x.
Demostrar que sus coeficientes de Fourier cumplen
ag =as =aq4 =ag =--- =0, by =by=b3=by=---=0.

Los coeficientes de Fourier (en el intervalo [—m, 7]) vienen dados por

ag = — f(z) dx, ap, = — i f(x) cos(nx) dz, by = — ’ f(z) sin(nx) dz.

L - T J)_» s

1. Calculo de b,. Como f es par, f(z)sin(nz) es funcién impar para todo n. Por
tanto

by, = = f(z)sin(nx)dr =0 para todo n > 1.

—T

De aqui se obtiene by = by = bs = --- = 0. (1.5 puntos)

2. Anulacién de ag y de los as,,. Sea m € Z>. Consideremos
Haygp, o= f(z) cos(2mz) dx.
Haciendo el cambio de variable y =  + 7w (0.5 puntos) en la integral:

Iopm = i f(y —m)cos(2m(y — 7)) dy = ’ f(y + ) cos(2my) dy,




P3.

ya que cos(2m(y — 7)) = cos(2my). Usando f(y + m) = —f(y) obtenemos
Ty, = / (—f(y)) cos(2my) dy = —I2y,. (0.5 puntos)
Por tanto I, = 0. En particular, tomando m = 0 se obtiene

s 1 T
flz)de=0 = ap=— f(z)dx =0, (0.5 puntos)
™) -7

—Tr
y para m > 1 resulta
a2m = —Iom = 0.
T
Asia0=a2=a4=~--=O.

Conclusién. Combinando las dos observaciones anteriores se concluye que
a0:a2:a4:-~-zo y b1:b2:b3:-~~:07

como se queria demostrar.

a) (3 puntos) Sea g una funcién tal que F(g)(s) = F(f)(s)e=* . Demuestre que

g(z) = = / fly)e T dy

Indicacién: F (e—m2> (s) = \/56—52/4.

Solucion

(f)(s) - f(e_xz)(%) (Indicacion)

F(f)(s): = ~.7-"(e_(m/2)2)(s) (Cambio Escala a = 1/2)

“F(f(x) * 6_(9”/2)2)(3) (Convolucion)
(2.0 puntos)
Aplicando antitransformada se obtiene que
0(z) = —— - f(a) % (/2
2/m

]. *© T — 2
= — 7( 2y)
2ﬁ/oof(y)e dy

(1.0 punto)




b) (3 puntos) Calcule la transformada de Fourier de la funcion

0= =

Solucién

Usamos la definicion

f(s) = \/Lz_w /jo fly)e ™Yy

w3 — 2?44z —4=(z—1)(2®+4),

Dado que

por lo que

. cos(mz)
@)= @@ + 9

Por otro lado, podemos descomponer en fracciones parciales

(0.5 puntos)

1 A +Ba:+C’
z—1)(224+4) -1 2244

(0.5 puntos)

g(z) = (

Tras el célculo de los coeficientes (A =1/5, B = —1/5, C = —1/5), obtenemos:

1 101 r+1\ 1/ 1 T 1
(x—1)(z2+4) 5\z—1 22+4) 5\zx—-1 x2+4 z2+4

Usamos la identidad cos(7z) = % La transformada de Fourier f(s) se calcula
mediante el Teorema de Traslacion de Frecuencia:

Fleg(2)}(s) = §(s — a)

Aplicando esto a f(x):

F(s) = 5 (805 =) + (s + m)
(s

Calculamos g(s) = F{g(x)}(s) usando las transformadas conocidas:

1) f{%} (s) = —iv2me~**H(—s) (0.5 puntos)

2) F{ﬁ} (s) = —iv2re~2*lsgn(s) (0.5 puntos)

3) -7'-{9021_5_4} (s) = @672“9' (0.5 puntos)

Sustituyendo estas expresiones en la formula de g(z):

i = [F{ o -F{F5 o-F {2 o)

(s ):% [-ZW@ SH(-s) — (—Z\/_ —2s| sgn(s)) - <\/j_7re_2|s>]




V2 . 1 1
g(s) = Tﬂ {—ie‘”H(—s) 4 iie_lelsgn(s) - Ze_zlsl]

Sustituimos §(s) en la expresion f(s) = s (G(s—m) +g(s+m)):
f(s) = %@ { {—ie‘i(s_”)H(—(s — 7)) + i%e_ms_"‘sgn(s —m) — }16_25_ﬂ|:| +

[—ie—asmH(_(Hﬁ))+i%e—2|s+ﬂ|sgn(8+ﬂ)_ ie—2|s+w|]}

f(s)= \/1_2_07T =i (e H(r - 5) + eI H(—7 - 5))

1
+is (e‘2|s_”|sgn(s — ) 4 e 215 lsgn (s + 7T)>

—}1 <6_2|S_”| 4 e_2|s+”|)] (0.5 puntos)

Donde H(s) es la funcién escaléon de Heaviside y sgn(s) es la funcién signo, definidas
por

H(s):{o sis<0

1 sis>0

-1 sis<O0
sgn(s) =40 sis=0
1 sis>0

Nota: Para maneras alternativas de resolverlo considerar: 1 punto por re-escribir la
integral a resolver de un modo que permita separarla en una suma de funciones N a
las que se les puede calcular su transformada. 1,5/N puntos por el calculo de cada una
de estas transformadas. 0.5 por conluir el resultado, en esta parte no descontar por
errores de arrastre. Si para el calculo de la transformada F{1/xz — 1}(s) se usa variable
compleja, evaluar con 0.4 puntos si la integral esta bien calculada para algunos valores
de s, por ejemplo s > 0, y se dejaron casos sin estudiar, por ejemplo s < 0.

Observacion para Ayudantes




