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P1. (6.0 ptos.) Encuentre los valores extremos de la funcién
flay,z) =a® +y* + 22,
sujeta a las restricciones

22 —ay+y?—22=1,
2?2 9% =1.

En cada caso, identifique el valor extremo correspondiente y justifique el método utilizado.

Solucién: Consideramos el Lagrangiano dado por
L(x,y, 2, ,0) =a? +9° + 22 = A (@ —ay+ 92 — 22 — 1) = A (& +° - 1).

(0.5 pts; Escritura correcta de £ con las dos restricciones)

Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema

VL =0,
es decir ar
— =2z — 2\ + My — 2 22 =0,
oF
— =2y — 21y + Mx — 2 2y =0,
oF
— =2z+2\2z=0,
%z
—=—(2? —2y+y?—22-1) =0,
G
— = (g2 2_1)=0.
O (x*+y )=0

(0.5 pts; Calculo correcto de las 5 ecuaciones)

De la tercera ecuacion se obtiene
22:(1 =F )\1) =0,

por lo que distinguimos dos casos.

Caso 1: z = 0.

En este caso, las dos ultimas ecuaciones se reducen a
2 —zy+y? =1, 2 9% =1.
Restando ambas ecuaciones se obtiene
—2y=0 = azy=0.
Por tanto, o bien z = 0 o bien y = 0.

» Siz=0,deax?+y?=1sededuce y = £1.




= Siy=0,deaz?+y?=1sededuce z = +1.

En ambos subcasos, al sustituir en las dos primeras ecuaciones se obtiene Ay = 0 y Ay = 1. Asi, los puntos
criticos correspondientes (incluyendo multiplicadores) son

(o,1,0,0,1), (0,-1,0,0,1), (1,0,0,0,1), (-1,0,0,0,1),
y, a nivel de la funcién f, los puntos

(0,1,0), (0,-1,0), (1,0,0), (—1,0,0).

(2.0 pts; Uso correcto de las restricciones y hallazgo de los 4 puntos)

Caso 2: \; = —1.

Sustituyendo A\; = —1 en las dos primeras ecuaciones,
oL
I =0 = 20+2x+y—2\z=0 = (4—2X)z+y=0,
x
oL
e =0 = 2y+2y+ax—2\y=0 = (4—2\)y+2=0.
Y

Suponiendo = # 0 y y # 0, podemos despejar
y=—(4—2\)z, x=—(4—2X\)y.
Multiplicando ambas expresiones se obtiene
zy = (4 — 2))%2y.
Como zy # 0 en este caso, deducimos
(4—2X) =1 = 42\ ==l

De aqui se obtienen los posibles valores de Ay, pero no es necesario determinarlos explicitamente para
encontrar (z,y, z). Es mds conveniente usar directamente las restricciones.
De las restricciones
2 2 2 2 2
-ty =1, Tt —xy+y —z°=1,

sustituyendo 22 desde la segunda,

2=z —ay+y: -1

Restando la primera ecuacién de esta expresién se obtiene

22 = —xy.

Puesto que z? > 0, esto implica zy < 0. Adem4s, de la igualdad de expresiones para Ay (por ejemplo, a
partir de la forma original de las ecuaciones) se deduce z? = y?, es decir,

1 1 1
x2:y2=f — x=*—, y==+t—.

2 V2’ V2

La condicién xy < 0 obliga a tomar signos opuestos en x e y, de modo que

wne{(G) ()}




Finalmente, usando 22 = —zy = %, se tiene

#=3c

vz
Por tanto, obtenemos cuatro puntos criticos adicionales:
( 1 1 4 1 )
con)\lz—ly)\gzg.
(2.0 pts; Resolucidén del sistema y hallazgo de los 4 puntos)

Evaluacién de f y clasificacion de extremos.

La funcién a optimizar es f(x,vy,2) = 2 + y* + 2. Evaluamos en los puntos criticos:

f(0,£1,0) =0 4+12+0* =1,
f(£1,0,0) =12+ 0% + 0% = 1,

)~ () () () -
V2T V2T V2 V2 V2 V2 2’
11 1 1)° 1) 1\> 3
=== + (=) + (=) ==.
Las restricciones describen un conjunto compacto (la interseccién de la esfera 22 + y? = 1 con un cilindro
cuadratico en (z,y, 2)), por lo que f alcanza en él sus extremos absolutos. Comparando los valores obtenidos,

concluimos:

= Los puntos
(0,£1,0), (+£1,0,0)

son puntos de minimo absoluto, con valor f = 1.

(w) (was)

3
son puntos de maximo absoluto, con valor f = 3

= Los puntos

(1.0 pts; Valores f=1y f= % y clasificacién de extremos absolutos)

P2. (6.0 ptos.) Considere la regién
D={(z,y) eR?*|ay<16, 2>y, v -6<y, >0, y>1}.

a) (2.0 ptos.) Dibuje la regién D indicando claramente todas las curvas que la delimitan.

Solucién:



(2.0 pts; Por graficar correctamente la figura indicando cada una de las curvas)

b) (4.0 ptos.) Calcule, utilizando coordenadas cartesianas, la integral doble

Justifique adecuadamente los limites de integracién que utilice.

Solucién: Para calcular la integral, describimos la regién D proyectandola sobre el eje y y tomando x
como variable dependiente. De acuerdo con el esquema de la figura, conviene descomponer

D = Dy UD,,

donde

16
Dy ={(z,y) eR*:y<az<y+6, 1<y<2}, D2={($7y)€R2:y§x§,2§y§4}.
y

xy=16

(1.0 pts; Descripcién correcta de Dy, Dy y rangos de y)
De este modo, la integral se escribe como

//fdxdy:// fd:rdy—i—// fdacdy.
DY Dly Dzy




Calculo sobre D;. Para D; se tiene

2 y+6
// fdmdy:/ / fdxdy.
D1 Y y=1Jax=y Y

y+6 1 y+6 1 272=y+6 2 _ 2 12 1
/ gdxzf/ xdx_{x} _ (6’ -y 12y+36 18
z y1l2],-, 2y 2y Yy

Por tanto,
x 2 18
// ;dxdy:/ <6+y> dy:[6y+181n\y|ﬁ:(12+181n2)—(6+181n1):6+181n2.
Dy 1

(1.0 pts; Por calcular bien la integral defiendo correctamente los limites de integracién)

Calculo sobre D,. Para Dy escribimos

4 16

// dedy:/ ’ Edﬂcdy.
Dy Y y=2 Jx=y Y
La integral interna queda

16/y 4 1 [16/y 1 [221°71%Y 1 /956 128 y
/ fd:t:f/ xdx:[] :<2— 2):3—.
o=y Y Y Jo=y yL2 2y \y 2

=y
Entonces . .
128 64 2
Lo L3-8 w52
Dy Y 2 \ ¥ 2 Yy 4],
Evaluando,
64 42 64 22
—— — — =—4—-4=-8 —— ——=-16—-1=-17
42 4 ’ 22 4 ’
por lo que

//D " dody = (=8) - (~17) =0,

(1.0 pts; Por calcular bien la integral defiendo correctamente los limites de integracion)

Sumando las dos contribuciones,

//Ed:z:dy:// fdxdy+// T drdy = (6+181n2) + 9 =15 + 181n2.
DY Dly Dzy

(1.0 pts; Resultado numérico correcto)

P3. (6.0 ptos.) Determine el volumen del sélido ubicado en el primer octante y delimitado por las superficies

Z:]*_yQa
y =2z,
T =3.



Solucién: Como se pide el volumen del sélido, debemos calcular

o

donde D es la regién en el espacio delimitada por las superficies dadas y el primer octante (z > 0,y >
0, z > 0).

(0.5 pts; Uso del primer octante y de la definicién de volumen)
Determinemos los limites de integracién. La superficie superior viene dada por
z=1-17
y en el primer octante tenemos z > 0, por lo que
1-y*>0 = 0<y<L
(1.0 pts; Intervalo adecuado para y )
Para cada valor fijo de y en este intervalo, z varia entre el plano z = 0 y la superficie z = 1 — 2, es decir:
0<z<1— yz.
(1.0 pts; Intervalo adecuado para z en funcién de y)

Las otras dos superficies son
Yy = 2{1) < n= = Xr = 3.

En el primer octante y para 0 < y < 1, esto implica que, para cada y fijo,

<z <3

<

(1.0 pts; Uso correcto de las superficies laterales)

En resumen, una descripcion conveniente de D es

0<y<1,

p={@n2)

o<

<z <3, 0<z<1—f}.

(1.0 pts; Determinacién de los limites de integracién)




Ahora, calculemos el volumen. Con la eleccién de orden dz dx dy, el volumen es

1 3 1—y2
V:/// 1dV:/ / / 1dzdzx dy.
D y=0 Jaz=y/2 Jz=0
1 3 L
:/ / [(2)], " dzdy
0 Jy/2
1 3
:/ / (1 —y?) dx dy.
0 Jy/2
! =3
= [ A= B, @
1
_ a2 (3 Y
"jﬁ 1-y )(3 2) dy.
1 3
_ _q2_Y_ Y
_/0 (3 3y 5 i 2) dy.

2 471
Y Y
= [3yy34+8}
0
1
8

1
—3_1-°=
3 4+
_ B
-2,

(1.5 pts; Célculo algebraico y resultado correcto)

Duracién: 3h.




