Ingenieria Matematica

FACULTAD DE CIENCIAS

FISICAS Y MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE CHILE

MA1002: Célculo Diferencial e Integral. 2025-2

Pauta de correccién Control 3

P1. a) (3,0 pts.) Sea f: [0, ] — R la funcién continua definida por

2
= soca s
0 siz=0.

Calcule el volumen del sélido generado al rotar con respecto al eje OY la regién comprendida entre la curva y = f(x),
larecta x =7/4yel OX.

7

Solucion

Notando primero que
zf(z) = (tan(x))? para todo z € [0,7/4] (0.2 pts)

el volumen pedido estd dado por la expresién

/4 /4
vV = 27r/ xf(z)dx = 271'/ tan(z)?dr (0.3 pts)
0 0

~ on /0 " (@) - 1)da (: o /O " (@ - 1) dx) (1 pto)

/4

= 2n(tan(z) — x) . (0.5 pts)

- 27r(tan(7r/4) — /4 — (tan(0) — o)) =27 —72/2. (1 pto)

Y

b) (3 pts.) Considere la “cardioide” de ecuacién en coordenadas P —
polares 7() = v/2 — 2sen(f), donde 6 € [0, 27]. Determine los o
rangos del dngulo 6 para los cuales r(6) > 0 y donde r(6) < T
0 (Graficamente estos rangos generan un lazo externo y otro
interno de la cardioide, ver figura). Encuentre el drea de la regién
que estd afuera del lazo interno y al mismo tiempo adentro del
lazo externo.

x = rcos()
y = rsen()

Solucion

Claramente:
r>0 <= V2-2sen(f) >0

<~ sen(d) < (0.2 pts)

ol

Considerando el grifico conocido de la funcién sen (o su interpretacién grafica en el circulo trigonométrico),
esto ocurre cuando

<~ 0¢€[0,3)uU (3, 2n].
Anélogamente, se tiene que

r<0 <= 60¢€(%,%). (0.3 pts)




Area del lazo interno:

A = /377/4 % (\/5 = 2sen(9))2 de

/4

= /37r/4 % (2 — 4v/2sen(h) + 4sen2(9)) de

/4

3n/4

= / (2 — 2v/2sen(f) — cos(20)) de
/4

37 /4

- (29 +2v/2cos(6) — % sen(29))

/4
= (m—4+1)=7n—-3 (1 pto)

Area del lazo externo:

A, = /Oﬂ/4%<\/§—2sen(9)>2d9+/

3 /4

27

% (va- 2sem(9))2 do

27\'1 2
_ /0 5 (V2= 25en(0)) 0 — 4y
27

= <29 + 2v/2 cos(0) — % sen(29)) -4
0
= (Ar+0-0)—A; =47 — A, =37+3 (1 pto)

El area encerrada entre ambos lazos es

A=A — A1 =0Bn+3)—(r—3)=21r+6. (0.5 pts)

P2. a) (3,0 pts.) Encuentre el drea del manto del sélido de revolucién generado al rotar la parte del primer cuadrante
de la elipse fo +y? =1 (oseax,y >0), en torno al OX.

Solucion

La funcién en el primer cuadrante es

f(x)=\/1—%2=4T_x2 r €0,2]. (0.5 pts)

El area pedida se calcula con la siguiente integral:

2
= ™ 2 .
S /0 2nf(x)\/1+ f2(z)dx

Derivando f, se tiene que

g _ —2zr —x
i) = W/ AW (0.5 pts)

de donde

2 16 — 322 V16 — 322
1+ /%@ = |1+ = ok A £ Ak (0.5 pts)
44— 22) 4(4—x2) 24— 2
Con esto, la superficie pedida se calcula del modo siguiente:

24— 2216 — 322 T [?
S = /2 d:cz—/ 16 — 322dx. (0.5 pts
S B 7y 5 ),V (0.5 pts)




Para calcular la integral hacemos el cambio trigonométrico: V3z = 4sent . Asi tenemos

que

r=0<+=t=0
r=2 <= t=7/3
V16 — 322 = 4| cos(t)| = 4 cos(t)
dx = \/gcos(t)dt

w/3 /3
s 4
S = —/ 4 cos(t)—= cos(t)dt = cos?(t)dt (0.5 pts)
2 Jo V3 \f
/3

s _ A sen(2t) /3
= A/, {1+cos(2t)}dt—\/§{t+ 5 }0

m™o) 2
— %{§+\/T§}:§—\/§+7r (0.5 pts)

)(10pt0)/

o0 (5 4 In(x))10

T a? dx

Solucién

.

Sea f(x) = 73/ y veamos que

(5 +In(z))*
5 3/2(5 4 ] 10
fm —1F2* gy & CRRI) = lim """ =0,
x—+00 f(x) T—+00 14+ 22 z— 400 =l +1

1
donde hemos usado el limite conocido lim n(z)

—+o0 ¢
b > 1 tal que (5+ ln(w))wx 1
1422  — 23/2

(Acé se puede utilizar cualquier funcién f(x) = 1/2“ con 1 < o < 2 para comparar.)

= 0 para cualquier a > 0. Por lo tanto, existe algun

para todo = > b. (0.5 pts)

(5 + In(z))" : ] oo ~3/2
Como la funcién g(x) = ~—————"— es no negativa y la integral z es convergente (pues es de

1+ z2 1
la forma fl *x~P con p > 1), entonces por el criterio de comparacién concluimos que la integral pedida
es convergente. (0.5 pts)

+oo —az?
sen(z)e
H) (2,0 ptS) /0Jr de

Solucién

Para analizar la convergencia de esta integral, tomamos cualquier ¢ > 0 y separamos

400 —a? c —a? +o0 —a?
/ sen(z)e dx:/ der/ @) o (0.2 pts)
0 0 ¢

23/2 23/2 2372

Para la primera integral, tomamos la funcién g(z) = 1/4/x y notamos que

2
sen(z)e” "
—a —z
o L 2R —1,
z—0t  g(x) -0+ x
.. . . sen(x) .. a2
donde usamos el limite conocido lim = 1 y la continuidad de la funciéon e en z = 0. Luego,

z—0t x )
¢ sen(z)e

3/2 es absolutamente convergente y
x

C
como / 7 8 convergente, entonces deducimos que /
o L 0

por lo tanto también convergente. (0.8 pts)




P3. Considere la funcién definida por

Para la segunda integral, notemos que para todo = > c se tiene

2 2
* e’ 1

= 23/2 = 532

sen(z)e”
372

@e

—+oo
+o0 R ., . sen
Como fc L~ es convergente, por el criterio de comparacién deducimos que / 3/2 dr es
T
c

2372

absolutamente convergente y por lo tanto convergente. (0.8 pts)

Luego, la integral pedida es convergente ya que es suma de dos integrales impropias convergentes.
(0.2 pts)

Fa) = {e‘e|ln($)| siz € (0,€]

e six € (e,00)

y la regién R = {(x,y) € R? : 2 > 0,0 <y < f(x)}.

a) (2.5 pts.) Calcule, si existe, el drea de R.

Solucion

Para calcular el area se debe estudiar la integral

1 e oo
- / e “In(z)dz + / e “In(z)dz + / e Tdx
0+ 1 e

1 T

€
= — lim e_eln(:v)dm—l—/ e In(z)dr + lim e tdt. (0.5 pts)
1 r—0o0 e

e—=0t /o

A

Usando las primitivas conocidas de In(x) y e™* queda

A = — lim e *(zln(z) —x) E +e ¢ (zln(x) — ) ‘

e—0t

€
+ lfim et
1 Tr—r00

T

= lim e “(l4+eln(e)—¢e)+e “+ lim (e “—e ). (0.5 pts)

e—0+ T—00

Usando que elne - 0y e ™ — 0 cuando € — 0 y * — oo respectivamente, se concluye que ambos limites
existen (1 pto)

y ademds A = 3e ¢ (0.5 pts)

b) (3.5 pts.) Calcule, si existe, el volumen del sélido generado al rotar la regién R en torno al eje OY.

7

Solucion

Para calcular el area se debe estudiar la integral

1 e [e'S)
Voy = —271'/ e*exln(x)d:r+27r/ e*emln(az)d:c—i-%'/ ze “dx
0+ 1 e
1 e T
= —2me ¢ lim xIn(z)dx + 271'6_6/ zIn(z)dz + 27 lim te"'dt. (0.5 pts)
1 r—0o0 e

e—=0t Jo




La primitiva de xIn(z) se calcula por partes:
/wln(x)dx F=In(z), F/'=z1
G =z G=12%/2

.2?2

2 2
= %ln(x) —/gdl‘ = %ln(m) 1 +C (0.5 pts)
La primitiva de xe™® también se calcula por partes:

/xe_mdw F =z, F=1
G =e" G=—e7"

= —ze T4 /e*“”d:r =—e%(z+1)+C (0.5 pts)

Usando estas primitivas queda

x? 22\
Voy = —2me ¢ lim <Eln(x)——)
€

e—0t

e

x

+27e 5 In(x) + 27 lim (e7*(t+1))
1

241
+2me” ¢ (e I ) + 27 lim (e=“(e+1)—e “(x+1)). (0.5 pts)

Usando que é2lne — 0y (z + 1)e™® — 0 cuando € — 0 y  — oo respectivamente, se concluye que ambos
limites existen (1 pto)

y ademaés

e? +4e+6

Voy = me™ ¢ ( 5

) . (0.5 pts)




