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1. Considere la curva C' definida por la ecuaciéon 2’ +y3 = a%, a > 0 fijo.

a) Calcule la longitud del arco en el primer cuadrante.

Observacion: analice para qué valores de x la curva estd bien definida y la misma se encuentra en el
primer cuadrante.

Demostracion. Para calcular la longitud del arco en el primer cuadrante primero es importante des-
pejar y en funcién de x. Haciendo esto nos queda

223 423 = G213

23 = g2/3 _ g2/3
_ (2/3 2/3\3/2 +0.4
y_(a/—x/)/ "’05 P
mowhe

Donde la ultima igualdad queda con y, no con —y. Esto, pues estamos en el primer cuadrante. Ahora, jju
aplicaremos el calculo de longitud de la curva. Veamos que esto solo tiene sentido con 0 < z < a, pues

» 7 estd en el primer cuadrante (z > 0) +0 3

» a?/3 — 22/3 >0, pues estd dentro de una raiz cuadrada (y = (vVa2/3 — 22/3)3 € R). De modo que
22/3 > 23 luego 2 > a? y finalmente = > a (x > 0, pues estamos en el primer cuadrante). +0.3

Asi, lo siguiente sera obtener el siguiente cdlculo

L(C):/Oa,/w(ji)?d:c +0.2

dy

% — ((a2/3 - $2/3)3/2)I

— 3/2 . ((12/3 _ $2/3)1/2 . (_%jl/?))
_ (a2/3 _ 1’2/3)1/2 . (_x-l/S)

— ~((a/w)* ~ 1)/ L0

d
Para esto, falta obtener el
dx
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Asi, ahora

L(C) = /Oa \/1+ (%)Mm‘
-/ a I+ (((afa)2 = 1)12)2d
= /0 \/1 + ((a/x)?/3 = 1)dx
:/0 \/(a/x)2/3dz

= /Oa(a/ac)l/?’dx

a

3
— 2 1/3,2/3
2 0

3 3
_ §a1/3a2/3 _ Ea

+0. b O

b) Calcule el drea del manto generado al rotar C' en torno al eje Y.

Demostracion. En la prueba calcularon en torno al eje X, asi que calcularemos ese en la pauta. Sin embar-
go, al ser simétrica la figura, deberian llegar al mismo resultado al calcular la superficien en torno al eje Y.

La férmula para calcular la superficie de un sélido de revolucién en torno al eje X es

S(C)zQw/()aymdm S FQ?M[Z\ f;{j&,
) VA 211 ? Je

Reemplazando lo que ya tenemos de la parte a), tenemos

S(C) = 2r / (@23 — 221332 . (a)2) e
0

+1.0

Usando el cambio de variable

2/3 _ .2/3

u=a
du = —(2/3)z~ /3
limite superior: xt =a - u =10

limite inferior: z = 0 — u = a?/3 + 0. 5

— X
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Tenemos lo siguiente

S(C) = 27T/0 W2 (=3/2)a'du

a2/3

0
= 27(—3/2)a!/? /2/3 w2 du

a

= 27(—3/2)a'/3(2/5)u®/? '

a2/3

— (—671'/5)0,1/3(—(12/3)5/2
= (67/5)a’
Hallando la superficie pedida. + A ‘ 5 ]

2. a) Sea f:R — R una funci()n diferenciable y defina

/f dt—i—/ln

Demuestre que G(z ) fe®)x.

Demostmcién Aplicando TFC se tiene que G'(x) = f(e*) + In(e®) f'(e%)e* = f(e”) + xf'(e¥)e® =
J,J 5 lLuego G(z) = f(e%)x + C.& 0.5) Para determinar C evaluamos en z = 0 y vemos que
=0=f(1)0+ C y por lo tanto C = 0, con lo que se tiene lo pedido O

+-1.0

2

X
b) Sea F(x) = / SW;( )dt Demuestre que F'(z) tiene un éptimo z* que satisface
x

—1/2 < sin((z*)?) < 1/2

Demostracién. Para encontrar un éptimo, aplicaremos la regla de Fermat. Esto es F'(z*) = 0. Apli-
cando TFC, dado que sin(t)/t es continua en R \ {0}, obtenemos lo siguiente:

Fl(z) = (/: Siz(t)dt>

Ahora, aplicando regla de Fermat

2sin((z*)?)  sin(z*)

x* T 0
2sin((z*)?) = sin(z*)
s sin(e)
sin((27)) = — Lo5

De donde, si z* = 0, se satisface la desigualdad necesaria. De otro modo, si * # 0, podemos simplifi-
carlo, obteniendo la tltima igualdadJ Ahora, recordando que

‘J’DS —1/2 <sin(x)/2 < 1/2, Vx € R,
+0 5
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tenemos que

demostrando lo pedido.

—1/2 <sin((z*)?) < 1/2

3. a) Estudie la convergencia de:

/°° ln(f)

Demostracion. Primera forma:

dzr

Por criterio de comparacién:

+0.5

In(z)
lim 3”12 = lim 1111(;32)
T—00 —73 T—00 /)»j O
Usando L’Hopital Obtenemos: ' b
370(- wSar LM
In(x) 2 Corn PF-T Cr
z—oo 1/2 T30 m =0.

+4.0

Lo que nos dice que la funcién que queremos integrar tiende a cero mas rapido que la funciéon con la
que queremos calcular. Luego, como sabemos que:

+05

converge, nuestra integral también.

r

1

32 dx

- O O +05_ _

Otra forma:
Por comparacion:

Sabemos que:

0<In(z) < x1/2, Vo > 1

Luego:
In(z) _ x'/? 1
0< 22 S:g2 _x3/2’vx>1 _}JB
o ]
Como / ——=dx converge, nuestra integral también.
. x23/?
+ 05
Ot forma:
Resolvemos la integral indefinida por partes haciendo:
u = In(z) du =dx/x
dv = dx/z? v=—-1/x
+0.5
Entonces:
/ In(z) In(z) dx In(z) 1 1+ In(z)
dr = — — =— —_——=—
x? i z2 x 2 iy
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. . Uso de
/ In(x) dr = lim ~1+1In(z) — lim _1+1in(b) 121 varizblz + (m
1 2 b—00 x 1 b—s00 b +0.5

Dado que:
+05 é_\h In(b)

b— o0 b—o0

El primero puede demostrarse por L’Hopital.

b) Encuentre los valores para a,b € R tal que:
00 9.2
/ wmtbrda
1 z(2z+a)

Observacion: Analice primero qué relaciéon debe haber entre a y b para que la integral sea convergente,
v luego para esos valores calcule la misma para determinar los valores de a y b.

Demostracion. Escribimos la funcién como una fracciéon para comparar los grados del numerador y
denominador. Como:
222 +bx +a _(b—a)z+a
2z +a)  z(2z+a)
Claramente los dos polinomios, el de denominador y numerador tienen el mismo grado a no ser que
b — a = 0, luego para que la integral tenga opcién de converger, necesitamos que a = bf Asi nuestra

integral se convierte en: +0 5
© 222 +br +a o0 a
[T e = [
1 z(2x+a) 1 x(2x +a) 4 0.5
Usando fracciones simples:
/°° - _/001—2 L 05 Fraccwore?
1 z(2x+a) 1 x (2r+a) \Oﬂua(.w
= In(x) — In(2x + a)
T oo
=1
n(2x+a) 1
1
= lim In(; ”: )—ln(2+ )
T—00 T +a a
Como el logarit funcion continuas +02
omo el logaritmo es una funcién continua: , 5 2
; 1 . (2+a
xlggoln(Qx—f—a) _ln(2—|—a) —ln( 2 )

+0O.5

Luego queremos que:

24 a

ln :1<:,>a:b:2672




