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P1

a) Demuestre o refute con un contraejemplo las siguientes afirmaciones [1 pto c/u]:
1) Sea f : R — R una funcién derivable en R y estrictamente creciente entonces dado a € R la
x
funcién definida por G(z) = / f(t)dt es convexa.
a

Verdadero: Notar que G'(z) = f(x) por TFC, y luego G”(z) = f'(x) > 0 por hipétesis, luego
G es convexa.

2) Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a, b], entonces el drea entre la curva definida por la
funcién f y el eje x entre a y b viene dada por f: f(z)dz.

Falso: considere f(z) = x entre [—1,1], la integral es 0. El drea viene dada por f; |f(x)|dx.
b
3) Si f es continua en [a,b] y / f(z) = 0 entonces Jc € (a,b) tal que f(c) =0.
Verdadero: Aplicar Teorema del valor medio y luego se tiene que existe un ¢ € (a,b) tal que

b
L/f@=f@®—@=0$ﬂd=0

b) Sea f: R — R continua y defina F(z) = [ f(t)dt y G(x) = [; f(t*)dt. Demuestre que [ G(z)dz =
uG(u) — 3F(u?). [3 ptos.]

R: Consiste en aplicar integraciéon por partes y luego cambio de variable:

/Ou G(z)dz = /Ou /ow f(t*)dtdx = x/ow FE2)dt

: — /Ou G'(z)z (1)

= uG(u) — 0G(0) — /“ f(@®)xdr  |h =2 = dh = 2xdx (2)
0

=Gt~ [ s (3)

— uG(u) — %F(uQ) (4)

Asignar 1 pto por integrar por partes. 0.5 pto por aplicar TFC sobre G(x). 1 pto por el cambio de
variable y remplazar bien los limites de integracién. 0.5 ptos por reconocer F(u?) en la expresién final.

P2
wrih

a) Demuestre que el volumen de un cono con base circular de radio r y altura h viene dado por [2

pts]. Indicacién: Puede modelar el problema como la rotacion de una recta en torno a un eje.



R: Se puede hacer utilizando la férmula de un sélido de revolucién creado por la recta y = 7o en torno
al eje x, entre 0 y h. Es decir calcular:

P23 h
| (6)
r2h3 wr2h
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1 punto por plantear el problema, 1 punto por resolver la integral.

b) Calcule la longitud de la curva entre —1 y 1 de la funcién f(z) = acosh (£) en funcién de a. [2
pts]. Nota pedagégica: La funcién f modela la forma de una cuerda suspendida entre dos puntos
(catenaria).

R: Hay que calcular f_ll /14 f'(x)2dx. Notando que a cosh (%)/ = sinh (%)
1
1+ sinh
/_1 sin (
[ fmiey
. cosh { — ) dz
1
x
/1 cosh (E) dx (10)

1 (1)

)zdﬂc (8)
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Asignar 0.5 pto por plantear la integral de longitud de curva. 0.5 punto por calcular la derivada de
cosh(z), 0.5 pto por aplicar la identidad cosh? —sinh? = 1. 0.5 puntos por los célculos finales, si llega
a se considera correcto.

c¢) Calcule el area comprendida entre las curvas f(z) = v/1+ 222 y g(x) =1+ z. [2 pts].

R: Primero hay que calcular los puntos de interseccién de las curvas [0.2 pts|:

Vit2ri=1+az (14)
1+22% =1+ 2z + 22 (15)
22— 22 =0 (16)
r=0Vz=2. (17)

Enseguida hay que notar que si 0 < x < 2 entonces 2z > z2, luego 1+ 2z + 2 > 1+ 222 y por lo tanto
g(x) > f(x) Entonces hay que calcular fOQQ(JJ) — f(x) [0.3 pts].

/02 g(z)dz = (x + x;>

=4, (18)
0




[0.5 ptos].
Finalmente queda la integral mas dificil f02 V1 + 222dz aqui se resuelve usando el CV de u = sinh ™' (v/2z)

y luego du = \/;{% y V22 = sinh(u). También se puede resolver con u = arctan(v/2z) .

/2 V14 2z2dx (19)

sinh™1(2v/2) oy
:/0 ﬁ(l + sinh”(u))du (20)
B 1. . \/i sinh~1(2v/2) ) h2 J o1
=7 sinh™" (2 )+/O ﬁ(sm (u))du (21)

sinh~1(2v/2) 1
[0.5 pts.] Para resolver / —(sinh?(u))du se hace integracién por partes:
0

V2

sinh™1(2/2) inh—1 (23 sinh=1(2v/2)
/ sinh?(u)du = sinh(u) cosh(u)[5™" (2v2) —/ cosh?(u)du  (22)
0 0
sinh™1(2/2) o sinh ™1 (2v/2)
/ sinh?(u)du = sinh(u) cosh(u) 2V _ / (14 simb®(w)du  (23)
0 0
sinh ™1 (2v/2) nh-L(20/3
= 2/ sinh?(u)du = sinh(u) cosh(u)[5™" (2v2) _ sinh~1(2v/2) (24)
0
sinh~1(2v/2)
2/ sinh?(u)du = 2v/21/1 + (2v/2)2 — sinh ! (2Vv/2) (25)
0
sinh~1(2v/2) 1
/ sinh?(u)du = 3v/2 — 3 sinh™*(2v/2) (26)
0

[0.4 ptos] Y asf el drea entre las curvas viene dada por 4—(3+ ﬁ sinh™(2v/2)) = 1— ﬁ sinh™*(2v/2)
[0.1 ptos]



