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Pauta de correccién Control 2

P1l. Sea f: A — R, con A C R, la funcién definida por f(z) = |z| — v/1 — z2. Respecto a f

a) (1 pt.) Encuentre su dominio
b) (1 pt.) Decida si es par o impar o ninguna de las anteriores
¢) (2 pts.) Demuestre que la funcién es estrictamente creciente en [0,1] y es estrictamente decreciente en [—1,0].
d) (2 pts.) Encuentre el conjunto mds grande B C [0, 00| (respecto a la contencién de conjuntos) para el cual f: B —
f(B) es biyectiva y encuentre en forma explicita f~!(z)
Solucién A

a) Necesitamos que
1-2*>0

(0,4 pts. Por plantear la ecuacién)

Se deduce que —1 < z < 1, por lo tanto el dominio de f es [—1,1] (0,6 pts. Por concluir)

f(=2) = | =2l = VI= (=a) = ol - V1= o" =

Concluimos que f es par.

(0,5 pts.)
Ademaés
f(=z)=]-2|-V1-(-2)*=|z| - V1-2* # —f(z) = —|z[ + V1 - =?
Concluimos que f no es impar.
(0,5 pts.)
¢) Monotonia
fl@)=|z| -V1-2% ze€[-1,1]
En [0,1]:
Sea 0 < x1 < a0 < 1. Entonces m% < m2 =1- acl >1-— x2 Como /¢ es estrictamente creciente, se tiene

V1 —22 > /1 — 22 Ademis, en [0,1] vale |z| = z, por lo tanto:

f(z2) — f(z1) = (22 — 71) \/l—xg—\/l—x

El primer término es positivo y el segundo negativo, de modo que f(x2) — f(z1) > 0. Por tanto f es estricta-
mente creciente en [0, 1]

(1 pt.)
En [-1,0]:
Sea —1 < z1 < z2 < 0. Entonces |z1| = —z1 > —x9 = |22], as{ que |21] > |2a|. Esto implica 2§ > 23 =
1-22<1-23= /1-22</1-23
Luego:

f@n) = f(w2) = (fea| = feal) = (/1 = 23 = /1 - 23)

El primer paréntesis es positivo y el segundo negativo, entonces f(z1) — f(x2) > 0. Asi: f es estrictamente
decreciente en [—1,0].

(1 pt.)




d) Mostremos que el conjunto solicitado es B = [0, 1]. Debemos mostrar que f es biyectiva en B y que de entre
todos los subconjuntos de [0, 00) es el conjunto més grande para el cual f es es biyectiva.

= Mostremos que f es biyectiva en [0, 1].
Primero necesitamos encontrar f(B). Para ello recordemos que por definicién:

fB)={f(z)|zeB}={z—-V1-a?|zel0,1]}

1. Mostremos que f(B) C [-1,1].
Para todo = € [0, 1] se tiene 0 < x < 1, luego:

0<v1—22<1.

Entonces:

f@)y=z—-v1-a2>22-1>-1,
r—V1—-22<z<1.

y también:

~

—
8

N~—
|

De modo que:
—1< f(z) <1 para todo z € [0,1].

Por lo tanto:
f(B) C[-1,1].

(0,5 pt.) 2. Mostremos que [—1,1] C f(B).
Sea y € [—1,1]. Debemos probar que existe x € [0, 1] tal que f(z) = y.

y=xz—+V1-22 z€l01].
Vi—22=12—49.

El lado derecho es no negativo porque z > 0y y < 1.

Partimos de la ecuacion:

Aislamos la raiz:

Elevamos al cuadrado:

2 2

l—z*=(z—vy) =22 — 22y + o2,

y simplificamos:

Resolvemos en x:

2
Para y € [—1, 1], el valor bajo la raiz cumple 2 — % > 1 > 0, por lo que la expresién es real. Ademds, el

valor
LY +4/2—y?
B 2
pertenece a [0,1] (pues y + /2 — y? estd entre 0 y 2).
Por lo tanto, para todo y € [—1,1] existe € [0,1] tal que f(z) =y.
Luego:
[-1,1] C f(B).
(0,5 pt. segunda contencién)
3. Conclusién:

f(B) =[-1,1].

= Notamos que claramente B = [0, 1] C [0,00) y por lo probado anteriormente f es biyectiva alli. Ademés
[0,1] es el subconjunto del dominio de f mds grande que estd contenido en [0, 00). Por lo tanto B = [0, 1]
es el conjunto més grande dentro de los subconjuntos de [0,00) para el cual f es biyectiva.

(0,5 pt. mostrar que B es el conjunto mas grande )




Para hallar f~!, sea y = f(z) =z — v/1 — 22, con z € [0, 1]. Entonces:
V1—22=xz—y (positivo en [0,1])

Elevamos al cuadrado:

1-2?=(x—y)? =222y +9°
Reordenamos:
y’ -1
222 — 22y + (P - 1) =0 = 22 —zy+ 3 =0
Aplicamos la féormula cuadratica en x:
yEv2—y?
="
2
Como z € [0, 1], tomamos el signo positivo. Por tanto:
- y+v2-—y?
=T e

(0,5 pt. formula para f~1)

J

denotaremos por « (con 0 < o < 7).

Figura 1: Paralelogramo ABC' D

a) El paralelogramo ABCD de la figura tiene perfmetro 2p y su diagonal mide d (con p > d). El dngulo ZABC lo

i) (2 pts.) Denotando por z e y las longitudes de los lados AB y BC respectivamente, muestre que el drea A del

paralelogramo esta dado por
A =zysina

ii) (2 pts.) Deducir que

_pP—d® sina
o 2 1+ cosa

A

Solucion

i) El drea del paralelogramo corresponde a la suma de las dreas del AABC'y del AADC'. Ambas éreas son
iguales, dado que ABCD es un paralelogramo y AC es la diagonal. Para encontrar el drea del AABC
trazamos la altura desde C' hacia la extension del trazo AB, el punto de interseccién lo denotaremos por

E. Ademds denotamos por h a dicha altura, junto con v al ZBCE. De esta forma é = %h
D C
4
Y h
44
A x B E

Para encontrar h notamos que

cosy = —
Y




(1 pt.)
ademds v + m = «, por lo que

™ .
h = ycosvy = ycos (a — 5) =ysina
donde hemos usado la férmula del coseno de la suma. En definitiva
A=zh=uzysina

(1 pt. mostrar que B es el conjunto mds grande )

ii) Del perfmetro 2p se tiene x + y = p. Luego, en el AABC usamos el teorema del coseno:

d? = 2% + 4% — 2zy cos o

(0,8 pt.)
Pero (z +y)? = 22 + y? + 22y = p?, luego, restando ambas expresiones se llega
p? — d?® = 4zy(1 4 cosa)
(0,8 pt.)
por lo que
p2 _ d2
TYy=————
4 2(1 + cos )
(0,4 pt.)

Sustituyendo en la expresién del drea concluimos que

p? —d? sina

A
2 1+ cosa

\.

b) (2 pts.) Encuentre todas las soluciones de la ecuacién v/3cosz + sinz = 1

Solucion

Partimos de la ecuacién:
V3cosz + sinz = 1.

Usamos la identidad sin® z = 1 — cos? z, de modo que:
sinz = £1/1 — cos? z.

El signo depende del cuadrante: si sinz > 0 (es decir, x € [0,7]), usamos el signo positivo. Si sinz < 0 (es
decir, x € [m, 27]), usamos el signo negativo.

Caso 1: sinz = +v/1 — cos?x

Sustituyendo en la ecuacién original:

V3cosz + /1 —cos2z = 1.

Sea t =cosz, con t € [—1,1]:

V3t+ /1 -2 =1.
V1—t2=1-+/3t

Aislamos la raiz:

Elevamos al cuadrado:
1—t>=1-2V3t+3t%

482 — 23t = 0,
t(2t —V/3) = 0.




De donde: /3
3
t=0 o t=—.
2
(0,4 pt.)
Volviendo a z, vemos que
» Sit =0, entonces cosz =0 =1z = 3.
w Sit= ‘/75, entonces cosx = ‘/75 ysinz = %, es decir z = g.
La presencia de raices cuadradas nos obliga a verificamos en la ecuacién original:
3 1
\/gcosz—i—sinz :\/5-\/—_4——:27&1.
6 6 2 2
Por lo tanto, s6lo x = 7 es solucién vélida en este caso.
(0,4 pt.)
Caso 2: sinx = —v/1 —cos?x
Sustituyendo:
V3cosz — /1 —cos?z = 1.
Sea t = cosx:
Vat—V1-t2=1.
Aislamos la raiz:
V1—12=+3t-1.
Elevamos al cuadrado:
1—¢2=3t2—2V3t +1,
4t* — 2v/3t = 0,
t(2t —V/3) = 0.
De donde nuevamente:
t=0 o t= \/_§
2
(0,4 pt.)
Como ahora sinz < 0, cosz = ‘/7?: corresponde a = —¢ (cuarto cuadrante). Si ¢t = 0, entonces cosz = 0 y
sinxz = —1, lo que no cumple la ecuacién.
Por tanto, en este caso:
s
(0,4 pt.)
Conclusidén: Al considerar ambos signos de sinxz = ++/1 — cos? z, obtenemos todas las soluciones:
:l::—%—l—Qkﬂ' o x:g—i—ﬂm, kelZ.
(0,5 pt. por sumar 2k7m en cada solucién)

P3. a) Sea A C R un conjunto no vacio y acotado superiormente. Sea A < 0. Definamos
MM ={)Xa:a€ A}

i) (1 pts.) Muestre que AA tiene infimo
ii) (2 pts.) Muestre que inf(AA) = Asup(A)

Solucion

i) Usaremos el axioma del supremo adaptado al infimo, es decir mostremos que AA # () y que AA es acotado
inferiormente.

= AA £ (.
AZD=Fac A= Xdac A A= AA#0D




(035 pt.)
= )\A es acotado inferiormente. Dado que A es acotado sumeriormente se tiene que

(3K e R)(Va € A)(a < K)

dado que A < 0O se tiene que
(3K e R)(Va € A)(AK < Xa)
esto dice que AK es una cota inferior de AA y por tanto AA es acotado inferiormente.
(0,5 pt.)
ii) Primero notamos que sup A existe, pues A es no vacfo y acotado superiormente.
(0,5 pt.)
Para mostrar que inf AA = Asup A usaremos la caracterizacién e del infimo, es decir mostraremos que

(Ve > 0)(Fha € MA)(Asup A + € > Aa)

£

Sea € > 0. Usamos la caracterizaciéon del supremo para A con —5 > 0. Dado que sup A es el supremo de
A se tiene que

(Ja € A) (SupA = <—§> < a)

(0,8 pt.)
pero
sup A — (—%) <a= AsupA+e>Aa

lo cual es exactamente lo que queriamos (0,7 pt.)

b) (3 pts.) Encuentre el supremo y el infimo (si es que existen) del conjunto

A= L:m,nGZ, n>0

Im| +mn
Solucién
= Mostremos que A es no vacio. En efecto tomando n =1y m = 0 se llega a que 0_%1 =0¢€A.

(0,2 pts.)

= Mostremos que A es acotado superiormente. Si m > 0, entonces |m| = m y como n > 0, se cumple m+n > |m)|.

Por tanto
m m

= < 1.
lm|+n  m+n

Sim <0, Im\% < 0 < 1. En consecuencia, 1 es una cota superior de A, y por lo tanto A estd acotado

superiormente.
(0,4 pts.)

= Mostremos que sup A existe. Se tiene que A es no vacio y acotado superiormente, gracias al axioma del supremo
sup A existe.

(0,3 pts.)
= Mostremos que A estd acotado inferiormente. si m < 0, |m| = —m y |m|+n > —m, luego
m m
—— 5 __],
Im| +n " |m|
Sim >0, Imlﬁ > 0> —1. Asi, —1 es una cota inferior de A.
(0,4 pts.)

= Mostremos que inf A existe. Se tiene que A es no vacio y acotado inferiormente, gracias al axioma del supremo
adaptado al infimo se tiene que inf A existe.

(0,3 pts.)




= Calculemos sup A. Sea € > 0. Debemos mostrar que existe un elemento de A mayor que 1 —e. Tomemos n = 1
y m € Z tal que m > 1/e, (la existencia de este m estd garantizada gracias al Principio de Arquimides).

(0,4 pts.)
Entonces 1 1
U LA - >1-—>1-c¢.
lm|+n  m+1 m+1 m
Por lo tanto, ningtin niimero menor que 1 puede ser cota superior, es decir
sup A = 1.
(0,3 pts.)
= Calculemos inf A. Sea € > 0. Debemos mostrar que existe un elemento de A menor que —1+¢. Tomemos n = 1
ym=—kconk€Z,k>1/e (laexistencia de este m estd garantizada gracias al Principio de Arquimides)
(0,4 pts.)
Entonces
o LI P
—_— = — — < —-1+4e.
m|+n  k+1 k41

Por lo tanto, ningiin nimero mayor que —1 puede ser cota inferior, es decir

infA=-1.

(0,3 pts.)




