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Pauta de correccién Control 1

P1. Considere la funcién f: R — R dada por
1

f($)=W~

a) (1,5 pts.) Determine dénde f es derivable, calcule f’ alli, y encuentre todos los puntos criticos de f.

Solucion

Veremos que f es derivable en Z para todo T € R. Para Z € R tenemos dos formas de analizar la situacién.

Primera forma: andlisis de f primero en (—o0,0) y luego en (0, co)

En efecto, f(x) coincide con —;1:3;-1-1 si x € (—00,0).
(0,1 pts. por notar que f coincide con v en (—o0,0))
Como esta es una funcién racional, es derivable en todo punto de su dominio.
(0,1 pts. por justificar que o 1 es derivable)

Asi, f es derivable en Z para todo T € (—00,0).
(0,1 pts. por concluir que f es derivable en (—oc, 0))
La derivada aqui es:

9.2 2
Fla) = — 3z = 3z .
P+ (@D
(0,1 pts. por calcular la derivada en (—oo,0))
Ahora, f(z) coincide con o] si z € (0,400).

(0,1 pts. por notar que f coincide con 3
T

1 en (0, +00))
Como esta es una funcién racional, es derivable en todo punto de su dominio.

(0,1 pts. por justificar que ——— es derivable)

x3 +1
Asi, f es derivable en & para todo Z € (0, +00).
(0,1 pts. por concluir que f es derivable en (0, +00))
La derivada aqui es:
32
(1-3 4 1)2 !

(0,1 pts. por calcular la derivada en (0, +00))

f(e) = -




Segunda forma: andlisis de f en (—o0,0) U (0, co)

Notamos que la funcién f(z) = W’ﬁ es una composicién con la funcién valor absoluto g(z) = |z,

ésta tdltima es diferenciable en R \ {0}. De esta forma se deduce que f es una funcién diferenciable en
R\ {0}. (0,6 pts. por justificar que f es diferenciable en R \ {0})
Sabemos que la derivada de la funcién valor absoluto se puede escribir de varias formas, por ejemplo

z _ |z

g(w) = o7 =7 = smn(a)

donde arriba sgn(z) corresponde a la funcién signo, la cual se define mediante

1 0
sgn(z) = { - Ee

-1, <0

de esta forma, al usar la regla del cociente y de la cadena llegamos a que también f’ se puede escribir
de varias formas, obviamente todas equivalentes entre si, por ejemplo

;o —3z?sgn(z) L 3|z|? T
T = P12~ (eP+17 - (eP+ 17 Hl

por lo descrito anteriormente, lo de arriba es vélido para R\ {0}
(0,2 pts. Por entregar la expresiéon de f’ en R\ {0})

.

Falta ver que f es derivable en T = 0.
Podemos calcular los limites laterales (usando varios métodos posibles), o calcular el limite directamente:

Primera forma de calcular el limite lateral izquierdo (limites conocidos)

Se tiene que:
1 1 z3
— f(0 — 3 a — S 2 02
hmM:Hm&:Hmff—H:Hm v — —0.
z—0- x—0 20~ T 20~ T z—0- —x3+1  —03+1
(0,2 pts. por calcular el limite)
2
En este calculo, usamos la continuidad de la funcién 930—“ en T = 0.
—x
(0,1 pts. por justificar el uso de la continuidad)

Segunda forma de calcular el limite lateral izquierdo (regla de ’Hépital)

Notemos que:

1 , 32
— — 3.1 Hop. — 3 2 2 .02
m M: g —%*+1 ~ Hop) .o M: lim 3z __3-0 —0
a—0- x—0 20~ i 0~ 1 a—0- (—x3 +1)2  (—0+1)2

(0,1 pts. por calcular el limite)
El uso de la regla de ’'Hopital se justifica porque el limite buscado es de la forma “0/0”, las funciones

1
e 1y = son derivables, y la derivada del denominador ' = 1 no se anula.
—x
(0,1 pts. por justificar el uso de la regla de I’Hopital)
3 2
Se us6 ademas la continuidad de la funcién % enz= 0.

(_1-3 4 1)2
(0,1 pts. por justificar el uso de la continuidad)




Primera forma de calcular el limite lateral derecho (limites conocidos)

Se tiene que:

1 a8
_ 3 - ——3 2 2
i (@ =SO 2B g L,
a0+t x—0 50~ x z—0+ ar z—0- 3+ 1 0% +1
(0,2 pts. por calcular el limite)
2
En este calculo, usamos la continuidad de la funcién Jg—_'_l en z = 0.
-

(0,1 pts. por justificar el uso de la continuidad)

Segunda forma de calcular el limite lateral derecho (regla de I’Hépital)

Notemos que:

1 | 3z
_ el 3 2 2 N2
lim f(z) = (0 — Iy 41 THeR) (@+1)? fm 3z _ 30 _ 0.
z—0t+ x—0 r—0+ x z—0+ 1 x—0+ (.’173 —+ 1)2 (O —+ 1)2

(0,1 pts. por calcular el limite)
El uso de la regla de ’'Hépital se justifica porque el limite buscado es de la forma “0/0”, las funciones

1
poc o 1 y z son derivables, y la derivada del denominador ' = 1 no se anula.
az
(0,1 pts. por justificar el uso de la regla de I’Hopital)
2
x
Se us6 ademas la continuidad de la funciéon ————— en z = 0.

(23 +1)2
(0,1 pts. por justificar el uso de la continuidad)

Calculo directo del limite (sin usar limites laterales)

Tenemos que:

L 2P
_ T3 L1 123 £ 1
GO { (O BV LS WP T L
z—0 xr — O z—0 ar z—0 g
oo la]
= l1Im = l1im
220 z(|zf* +1) @0 z(|z]> + 1)

. x|z 0-0
lim =
z—0 |IE|3+1 03+1

=0, (0,4 pts. por hacer este calculo)

’ = ?| - |2 = 2* - |z], ya que * > 0.

(0,1 pts. por justificar que |z3| = 22 - |z|)

donde usamos que |z |22 - x| = |x

- |x
Adem4s, usamos la continuidad de la funcién % en T = 0, que proviene de que es una combinacion
x
de polinomios y la funcién valor absoluto. (0,1 pts. por justificar el uso de la continuidad)
Vemos asf que f’(0) existe y vale 0.
En resumen,
322 .
m six <0
fl(x)y=<X0 siz=0
322 .
—m six > 0.

Finalmente, vemos que & = 0 es el tinico punto critico de f. En efecto, ya sabemos que f'(0) = 0. Ademds, las




3z _ 3z
a3+ 127 (@B +1)2

funciones no se anulan para x # 0.

(0,1 pts. por observar que T = 0 es el tinico punto critico de f)

b) (1,5 pts.) Encuentre (si los hay) los intervalos donde f es creciente y donde es decreciente. Indique (si los hay) cuéles
son los puntos de minimos y méximos, locales y globales, de f.

Solucion

Para saber dénde f es creciente y dénde es decreciente, debemos analizar el signo de f’.

Primera forma para determinar el signo de f’ (analizando directamente la expresion)

Si z < 0, tenemos que

3 2
flz)= ﬁ > 0, (0,4 pts. por notar que f’ es positiva en (—oo,0))
yva que el numerador y denominador son siempre positivos.
Similarmente, si z > 0,

3z?

m <0, (0,4 pts. por notar que f’ es negativa en (0, +00))

7@ =~

ya que el numerador y denominador son siempre positivos.




\

Segunda forma para determinar el signo de f’ (evaluando)

Si x < 0, tenemos que
32
(—z3 +1)%
Esta es una funcién racional, por lo que es continua en (—oo,0).
(0,1 pts. por justificar la continuidad)
Asi, gracias al teorema de los valores intermedios, no puede cambiar de signo salvo que tenga un cero.
(0,1 pts. por usar el teorema de los valores intermedios)
Como sabemos que no tiene ceros en el intervalo (—oo, 0), debe tener signo constante en este intervalo.
(0,1 pts. por justificar que el signo es constante)
Asi, evaluar en cualquier punto para determinar su signo alli.
Notamos que:

f'(z) =

(1) = ? . ~3.

(—
(—(—1)2+1)2 4
Asi, f’ es positiva en (—o0,0).

(0,1 pts. por evaluar y obtener que el signo es positivo en el intervalo (—oo, 0))
Similarmente, si x > 0,
32
(z3 4+ 1)%

Esta es una funcién racional, por lo que es continua en (—o0,0).
(0,1 pts. por justificar la continuidad)
Asi, gracias al teorema de los valores intermedios, no puede cambiar de signo salvo que tenga un cero.
(0,1 pts. por usar el teorema de los valores intermedios)
Como sabemos que no tiene ceros en el intervalo (0, +00), debe tener signo constante en este intervalo.
(0,1 pts. por justificar que el signo es constante)
Asi, evaluar en cualquier punto para determinar su signo alli.
Notamos que:

HOEE

312 3
y=———— =
Asi, f' es negativa en (0, +00).
(0,1 pts. por evaluar y obtener que el signo es negativo en el intervalo (0, +00))

. J

Concluimos entonces que f es (estrictamente) creciente en el intervalo (—oo, 0], y (estrictamente) decreciente
en el intervalo [0, co). (0,3 pts. por encontrar los intervalos de monotonia de f)
Esto se puede resumir en la siguiente tabla:

—00 0 o0
f'(@) + -
f(=) / N\

Tabla 1: Intervalos de monotonia de f.

Como el tnico punto critico de f es Z = 0, solo aqui puede haber un minimo o méximo local.

(0,2 pts. por usar la regla de Fermat para obtener el candidato a méximo o minimo local)
Ademsds, como f pasa de ser estrictamente creciente a estrictamente decreciente en & = 0, concluimos que
Z = 0 es un méximo global (y, por lo tanto, también local).

(0,2 pts. por justificar que T = 0 es un maximo global)

Observacién

No es posible usar el criterio de caracterizacion de puntos criticos para determinar la naturaleza de
Z = 0. En efecto, f"(z) =0, pero " (z) no existe. Asi, en T = 0, las derivadas que existen son todas
cero.

J

¢) (1,5 pts.) Determine dénde f es dos veces derivable, calcule f” alli, y calcule todos los puntos Z € R donde f”(Z) = 0.



Solucion

Veremos que f’ es derivable en & para todo T € R.
2

En efecto, f'(x) coincide con six € (—o0,0).

(—x3+1)2
3x?
(0,1 pts. por notar que f’ coincide con m en (—o0,0))
Como esta es una funcién racional, es derivable en todo punto de su dominio.
2
(0,1 pts. por justificar que (_5’3+1)2 es derivable)

Asi, f es derivable en Z para todo T € (—0,0). (0,1 pts. por concluir que f’ es derivable en (—o0,0))
La derivada aqui es:

(3z%) - (—2® +1)%2 — (-2 + 1)) - (322)  (6z- (-2 +1)%2 —2(—2® +1) - (—322) - (32?)

f/l(;[;) = (_:L-?) + 1)4 = (_x?) + 1)4
_ (6z-(—x®+1)—2-(-32?) - (3z?) 6a(—2®+1+432%) 6x(22°+1)
B (—z3 +1)3 (=23 413 (=a3 413

, (0,1 pts. por calcular f” en (—o0,0))

Ahora, f'(x) coincide con — si z € (0,400).

(a3 +1)2
(0,1 pts. por notar que f’ coincide con —% en (0,4+00))
Como esta es una funcién racional, es derivable en todo punto de su dominio. i
(0,1 pts. por justificar que _(:1333+1)2 es derivable)

Asi, f es derivable en T para todo T € (0, +00). (0,1 pts. por concluir que f’ es derivable en (0, +00))
La derivada aqui es:

(3z%) - (2 +1)% — (2 + 1)2) - (322?) (6 - (23 +1)2 —2(2® + 1) - (322) - (322)

(@) =— (=3 + 1)1 - (23 + 1)1
6z (@*+1)—2-(32%) - (3z?)  6x(a®+1-32%)  6x(1—22%) 6x(22% 1)
- (23 +1)3 - (23 +1)3 T @413 (@B +1)3

(0,1 pts. por calcular f” en (0,+00))
Falta ver que [’ es derivable en Z = 0.
Podemos calcular los limites laterales (usando varios métodos posibles), o calcular el limite directamente:

Primera forma de calcular el limite lateral izquierdo (limites conocidos)

322
. f(x) = f'(0) ) (—x3 +1)2 , 3 3-0
1 — - 7 — ] - =1 = = 0,
z—1>r([)1_ T — 0 z—1>I(I)1_ ZX wi{{)l_ (—1133 aF 1)2 (—03 aF ].)2
(0,2 pts. por calcular el limite)
3
donde usamos la continuidad de la funcién S en z = 0.
(—a3+1)2
(0,1 pts. por justificar el uso de la continuidad)




Segunda forma de calcular el limite lateral izquierdo (regla de I’Hépital)

Notemos que:

3z2
"(z) — f (—z3 1 1)2
o f@-r0) L ()
z—0" x—0 z—0" T
6z (—a3 +1)% — 322 - 2(—2® + 1) - (—32?)
HG — 4
('Hop) (o (=23 +1)
z—0— 1
. 6r(—x3+1)2 +18z%(—23 + 1)
= lim
z—0~ (—153 + ].)4
B 6-0-(—03+1)2+18-04-(—03+1)_0
B (—03 4 1)2 Bt

(0,1 pts. por calcular el limite)
donde el uso de la regla de I'Hépital se justifica porque el limite es de la forma “0/0”, las funciones

3 2
S y z son derivables, y la derivada del denominador z’ = 1 no se anula.
(—z3 +1)2
(0,1 pts. por justificar el uso de la regla de I’Hopital)
6z(—a3 + 1)% 4 18z4(—2% + 1)
(—a3 +1)4
(0,1 pts. por justificar el uso de la continuidad)

Primera forma de calcular el limite lateral derecho (limites conocidos)

Se us6 ademas la continuidad de la funcién

32
o, I R, B 8
a—0t  x—0 T—0t 5 e—0- (23 +1)2 03+1)2 7
(0,2 pts. por calcular el limite)
donde usamos la continuidad de la funcién _3—;10 enx =0.
(1-3 e 1)2

(0,1 pts. por justificar el uso de la continuidad)




Segunda forma de calcular el limite lateral derecho (regla de I’'Hopital)

Notemos que:

B 3x2

fll@) =10 _  _(@3+1)?
z—0F z—0 T
6z - (23 +1)% — 322 - 2(2® + 1) - 322
HG a 3 4
('Hop) 1 (x3+1)
z—0t 1
, 6z (23 + 1)% 4 1824 (2% + 1)
= lim —
z—0+ (3 +1)*
6-0-(03+1)2—18-0%- (03 +1)
(03 SIS 1)2

:0’

(0,1 pts. por calcular el limite)
donde el uso de la regla de I'Hépital se justifica porque el limite es de la forma “0/0”, las funciones
3 2
—ﬁ y z son derivables, y la derivada del denominador z’ = 1 no se anula.
(0,1 pts. por justificar el uso de la regla de I’Hopital)
62 (23 +1)% 4+ 1824 (23 + 1)
(3 +1)*
(0,1 pts. por justificar el uso de la continuidad)

Se us6 ademas la continuidad de la funcién —




Calculo directo del limite (sin usar limites laterales)

A partir de la férmula de la parte a), tenemos que

3z
i
=" 5
donde h: R — R es la funciéon “signo” definida por
-1 siz<0
hz)=<¢0 siz=0
1 siz > 0.
(0,2 pts. por reescribir f’(x))
Asi,
322
————=h(z) -0
L () BN (o A PR
l{m = lim =—lim ———h(x)
x—0 x—0 —0 T z—0 (|x|3 4 1)2
3 3
= ill)l}) F+12 glall)r(l) zh(z) = T -0=0, (0,2 pts. por hacer este cilculo)

donde usamos que lirr%) xh(z) = 0 ya que es un limite del tipo “nula por acotada’.
T—r

(0,1 pts. por justificar que lim,_,o zh(z) = 0)

Observacion

La funcion h(z) no es continua, asi que no se puede usar la continuidad para justificar este
limite.

Ademas, usamos la continuidad de la funcién 2 en T = 0, que proviene de que es una combi-

(=] +1
nacién de polinomios y la funcién valor absoluto.
(0,1 pts. por justificar el uso de la continuidad)

Vemos asi que f”(0) existe y vale 0.
En resumen,

6x(22% +1) |
m siz <0
@) =140 siz=0
6x(22% —1) |
W sixz > 0.
Finalmente, vemos que f”(Z) = 0 solo cuando z = 0, cuando 22> + 1 = 0 y cuando 223 — 1 = 0. Esto es,
cuando 7 € {—1//2,0,1//2}. (0,1 pts. por calcular los puntos donde f” se anula)

.

(1,5 pts.) Determine (si los hay) los intervalos donde f es convexa y donde es céncava.

Solucion

Para saber dénde f es convexa y dénde es céncava, debemos analizar el signo de f”.
(0,1 pts. por indicar que basta ver el signo de f’)




Primera forma (Analizando directamente la expresion)

Supongamos primero que z < 0. Tenemos que

@) = 820+
(—23+1)3
Notemos que 6z < 0y —2% + 1 > 0, por lo que el signo de f”(z) es contrario al signo de 223 + 1.
(0,2 pts. por indicar que el signo depende solo de 2x3 + 1)
Asi, f"(x) serd positiva si 2 € (—oo0, —1/+/2), y seré negativa si z € (—1/+/2,0).
(0,3 pts. por indicar dénde f/(x) es positiva/negativa en el intervalo (—oo, 0))
Supongamos ahora que x > 0. Tenemos que

wo o 6x(22% —1)
(=) = @ E)p

Notemos que 6z > 0y 2% + 1 > 0, por lo que el signo de f”(z) es igual al signo de 22® — 1.
(0,2 pts. por indicar que el signo depende solo de 2z3 — 1)
Asi, f"(x) serd negativa si z € (0,1/%/2), y seré positiva si z € (1/3/2, +00).
(0,3 pts. por indicar dénde f/(x) es positiva/negativa en el intervalo (0, +00))

10




Segunda forma para determinar el signo de f’ (evaluando)

Si x < 0, tenemos que
_ 6z(22% + 1)
C (=x3+1)3°

Esta es una funcién racional, por lo que es continua en (—oo,0).
(0,1 pts. por justificar la continuidad)
Asi, gracias al teorema de los valores intermedios, no puede cambiar de signo salvo que tenga un cero.
(0,1 pts. por usar el teorema de los valores intermedios)
Como sabemos que no tiene ceros en el intervalo (—oo, —1/+/2), debe tener signo constante en este
intervalo. (0,1 pts. por justificar que el signo es constante)
Asi, e\\}ziluar en cualquier punto para determinar su signo alli. Esto también es valido para el intervalo
(—1/v/2,0).

Notamos que:

(@)

n_py 8 (D2 (=1)°+1) 3
P ="y ~17°
" _6-(=1/2)-(2-(=1/2)*+1) 128
f(-1/2) = EESYEEE =<7 <0

Asf, f' es positiva en (—oo, —1/+/2) y negativa en (—1/+/2,0).
(0,1 pts. por evaluar y obtener que el signo es positivo en el intervalo (—oo, —1/+/2))
(0,1 pts. por evaluar y obtener que el signo es negativo en el intervalo (—1/+/2,0))
Similarmente, si x > 0,
() = 6z (223 — 1)
(x34+1)3

Esta es una funcién racional, por lo que es continua en (0, +00).
(0,1 pts. por justificar la continuidad)
Asi, gracias al teorema de los valores intermedios, no puede cambiar de signo salvo que tenga un cero.
(0,1 pts. por usar el teorema de los valores intermedios)
Como sabemos que no tiene ceros en el intervalo (0,1/4/2), debe tener signo constante en este intervalo.
(0,1 pts. por justificar que el signo es constante)
Asi, evaluar en cualquier punto para determinar su signo alli. Esto también es valido para el intervalo

(1/¥/2,+00).

Notamos que:

_6-1-(2-13-1) 3

f,l(l) = (13 T 1)3 = 4_1 >0
" _6-(1/2)-(2-(1/2°-1) _ 128
fr(1/2) = (27 + 1) =57 <0

Asi, f' es negativa en (0,1/4/2) y positiva en (1/+/2, +00).
(0,1 pts. por evaluar y obtener que el signo es positivo en el intervalo (0,1/+/2))
(0,1 pts. por evaluar y obtener que el signo es negativo en el intervalo (1/+/2,+00))

\. J

En conclusién, obtenemos que f es convexa en el intervalo (—oco, —1/+/2].
(0,1 pts. por concluir que f es convexa en (—oo, —1/+v/2])
Ademés, f es céncava en el intervalo [—1/+/2,0].
(0,1 pts. por concluir que f es céncava en [—1/+/2, 0])
Por otro lado, f es céncava en el intervalo [0,1/+/2].
(0,1 pts. por concluir que f es céncava en [0,1/+/2])
Ademds, f es convexa en el intervalo [1//2, 4+00).
(0,1 pts. por concluir que f es convexa en [1/+v/2, +00))

11



P2.

\.

En resumen, la convexidad y concavidad de f es:

00  —1/¥2 1/¥2 +4oo
f"(x) + - +
O s

Tabla 2: Intervalos de convexidad y concavidad de f.

a) (3,0 pts.) Sean a y 8 nimeros reales positivos. Sea f: R — R definida por

sen(fSz) — sen(x)

i 0

_ x + sen(3z) S
F@) =192 siz=0
(1 + ax)t/® six > 0.

Determine los valores de a y 5 que hacen que f sea continua en T = 0.

,

Solucion

Para que f sea continua en Z = 0 debe ocurrir que

m f(z) = lim f(z) = f(0). (1)

z—0~ z—0t

Sabemos que f(0) = 2, por lo que estos dos limites laterales deben ser iguales a 2.
(0,2 pts. por indicar que ambos limites laterales deben ser iguales a f(0) = 2)
Calculemos los limites en funcién de a y S:

Primera forma de calcular el limite lateral izquierdo (limite conocido)

Notemos que:

s ) = T sen(fx) — sen(z) — i sen(Bz) — sen(z) i
@—0 z—0 x + sen(3z) =0 x x + sen(3x)
— lim sen(fz)  sen(z) x
20— 03 x x + sen(3z)
1 —1
_ (g 1 220D g, @) _f-1
z—0- fx x50~ & 143 lim sen(3z) 4
z—0~ T

(0,6 pts. por calcular el limite)
t
donde usamos los cambios de variable u = Sz y v = 3z y el limite conocido lim m.
t—0-

(0,3 pts. por hacer bien el cambio de variable)
(0,3 pts. por justificar el uso del limite conocido)

Segunda forma de calcular el limite lateral izquierdo (regla de I’Hépital)

Notemos que:

” sen(fSx) — sen(x) ('Hop.) i fcos(fx) —cos(x)  Bcos(B-0) —cos(0) p—1
om0-  z+sen(3z)  woo-  1+3cos(3z)  1+3cos(3-0) 4

(0,6 pts. por calcular el limite)

El uso de la regla de ’'Hépital se justifica porque el limite buscado es de la forma “0/07, las funciones

sen(fBz)—sen(x) y x+sen(3z) son derivables, y la derivada del denominador (z+sen(3z))" = 1+3 cos(3z)
no se anula en el intervalo (—7/6,0).

(0,6 pts. por justificar el uso de la regla de I’Hopital)




Primera forma de calcular el limite lateral derecho (limite conocido)

Notemos que:
lim f(z) = lim (1+az)"/* = lfm (1+2) _y
u

z—0+ z—0+ u——+00

(0,6 pts. por calcular el limite)

donde usamos el cambio de variable v = 1/z y la definicién de la funcién exponencial.
(0,3 pts. por hacer bien el cambio de variable)
(0,3 pts. por justificar el cdlculo del limite por la definicién de funcién exponencial)

Segunda forma de calcular el limite lateral derecho (logaritmo y limite conocido)

Notemos que:

lim f(z) = lm (1+ ox)/?.
z—0t

z—0+

Aplicamos logaritmo “dentro del limite”, quedando:

In(1 In(1 In(1
tim In ((1+ 02)/=) = lim ) e SOED) g, Wlae)
z—0t+ z—0t+ xT r—0+ ax u—0+ u

(0,3 pts. por calcular el limite)
In(1 + u)
~

(0,2 pts. por hacer bien el cambio de variable)

(0,2 pts. por justificar el uso del limite conocido)

Ahora, gracias a la continuidad de la funcién exponencial en & = «, podemos aplicar exponencial para
obtener que

donde usamos el cambio de variable u = ax y el limite conocido

lim (1 + az)'/® = exp ( lim In ((1 + ax)”“”)) = e,

z—0t z—01

(0,3 pts. por calcular el limite)
(0,2 pts. por justificar el uso de la continuidad para calcular el limite)

Tercera forma de calcular el limite lateral derecho (logaritmo y regla de I’Hépital)

Notemos que:

lim f(z) = lm (1+ ox)/?.

z—0+ z—0+

Aplicamos logaritmo “dentro del limite”, quedando:

@
In(1 "Hop.

lim In ((1—}—0433)1/9”) = lim Inl + az) Hp) 1oy Loz = a,

z—0+ z—0+ 78 z—0t 1 1+a-0

(0,3 pts. por calcular el limite)
donde el uso de la regla de 'Hépital se justifica porque el limite buscado es de la forma “0/0”, las
funciones In(1 + ax) y « son derivables al ser combinaciones de polinomios y logaritmos, y la derivada
del denominador 2’ = 1 nunca se anula. (0,2 pts. por justificar el uso de I’Hépital)

e}

El ultimo limite se justifica por la continuidad de la funciéon ——— en z = 0.
1+ azx)

(0,2 pts. por justificar el uso continuidad para calcular el dltimo limite)
Ahora, gracias a la continuidad de la funcién exponencial en & = «, podemos aplicar exponencial para
obtener que
lim (14 az)'/* = exp ( lim In ((1 + a:v)””)) =e”.
z—0t z—0t
(0,3 pts. por calcular el limite)
(0,2 pts. por justificar el uso de la continuidad para calcular el limite)




Asi, (1) queda:
6—1
@ = —-— 2
e 1 ,
(0,2 pts. por indicar la ecuacién que deben satisfacer o y 3)
Obtenemos que « = In(2) (0,1 pts. por obtener el valor correcto de «)
Adema4s, vemos que 3 = 9. (0,1 pts. por obtener el valor correcto de 3)

b) (3,0 pts.) Sea a € [0, 1]. Demuestre que la ecuacién 223 = a(x*+1), con incégnita x € R, tiene al menos una solucién.

~

Solucion

Primera forma (teorema de los valores intermedios en [0, 1] directamente)

Podemos reescribir la ecuacién como

223

praneial (0,3 pts. por reescribir la ecuacién)

Esto sugiere definir la funcion auxiliar la funcién auxiliar A: R — R por

23

h(z) = Al (1,0 pto. por definir la funcién h)
Sabemos que h es continua al ser una funcién racional. (0,3 pts. por justificar que h es continua)

Tenemos que

h(0) =0 (0,2 pts. por calcular h(0))
h(1) = 1. (0,2 pts. por calcular h(1))

Como h es continua y a € [0, 1], el teorema de los valores intermedios asegura que existe Z € [0,1] tal
que h(Z) = a. (0,5 pts. por usar correctamente el teorema de los valores intermedios)
Se tiene que T es una solucion de la ecuacion.

(0,5 pts. por concluir que T es solucién de la ecuacién original)

Segunda forma (encontrando un cero en [0, 1])

Podemos reescribir la ecuacién como

23
i+ 1

a=0. (0,3 pts. por reescribir la ecuacién)

Esto sugiere definir la funcién auxiliar la funcién auxiliar A: R — R por

23
=—— —a
i+ 1

h(z) (1,0 pto. por definir la funcién h)
Sabemos que h es continua al ser una funcién racional. (0,3 pts. por justificar que h es continua)

Tenemos que

h(0) = —a <0 (0,2 pts. por notar que h(0) < 0)
h(1)=1—a >0, (0,2 pts. por notar que k(1) > 0)

por lo que h cambia de signo en [0, 1].
Como h es continua, el teorema de los valores intermedios asegura que h tiene un cero = € [0, 1].
(0,5 pts. por usar correctamente el teorema de los valores intermedios)
Se tiene que T es una solucién de la ecuacion.
(0,5 pts. por concluir que Z es solucién de la ecuacién original)
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Tercera forma (teorema de los valores intermedios en [1,00) directamente)

Primero, si a = 0, tenemos inmediatamente que x = 0 es una solucién de la ecuacién. Supondremos
entonces que a € (0, 1]. (0,1 pts. por analizar el caso a = 0)
Podemos reescribir la ecuacion como

223

o a (0,3 pts. por reescribir la ecuacién)

Esto sugiere definir la funcion auxiliar la funcién auxiliar A: R — R por

23
i+ 1

h(z) = (1,0 pto. por definir la funcién h)
Sabemos que h es continua al ser una funcién racional. (0,3 pts. por justificar que h es continua)

Tenemos que

h(1) =1 (0,2 pts. por calcular h(0))
lim h(z) = 0. (0,2 pts. por notar que lim,_, . h(z) = 0)
—>00
Como a > 0, esto significa que existe b € [1,00) tal que h(b) < a.
Como h es continua y a € [h(b),1], el teorema de los valores intermedios asegura que existe T € [1, D]
tal que h(Z) <a. (0,5 pts. por usar correctamente el teorema de los valores intermedios)
Se tiene que T es una solucion de la ecuacion.
(0,4 pts. por concluir que Z es solucién de la ecuacién original)

Cuarta forma (encontrando un cero en [1, c0))

Primero, si a = 0 tenemos inmediatamente que = 0 es una solucién de la ecuacién. Supondremos
entonces que a € (0, 1]. (0,1 pts. por analizar el caso a = 0)
Podemos reescribir la ecuacion como

23

it (0,3 pts. por reescribir la ecuacién)

Esto sugiere definir la funcion auxiliar la funcién auxiliar A: R — R por

_ 23
ozt 41

h(z) a. (1,0 pto. por definir la funcién h)
Sabemos que h es continua al ser una funcién racional. (0,3 pts. por justificar que h es continua)

Tenemos que

h(l)=1-a>0 (0,2 pts. por notar que h(1) > 0)
lim h(z) = —a. (0,2 pts. por notar que lim,_, h(z) = —a)
Tr—r00
Como a > 0, esto significa que existe b € [1,00) tal que h(b) < 0. Vemos asi que h cambia de signo en
[1,00).
Como h es continua, el teorema de los valores intermedios asegura que h tiene un cero = € [0, 1].
(0,5 pts. por usar correctamente el teorema de los valores intermedios)
Se tiene que Z es una solucion de la ecuacion.
(0,4 pts. por concluir que Z es solucién de la ecuacién original)

\. J

P3. Considere la funcién f: (—1,400) — (—1/e, +00) dada por f(x) = x exp(z). Se tiene que f es biyectiva (no lo demuestre),
por lo que admite una inversa f~!: (—1/e, +o0) — (=1, +0c0).

a) (1,5 pts.) Muestre que f~! es derivable con
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para todo x € (—1/e, +00).

7

Solucion

Notemos que f es derivable al ser un producto de un polinomio y una exponencial.
(0,2 pts. por justificar que f es derivable)

Ademas, sabemos que f es biyectiva. (0,1 pts. por hacer explicita esta hipétesis)
Asi, por el teorema de la derivada de una funcién inversa, f~! es derivable en todos los puntos 7 € (—1/e, +00)
tales que f'(f~(z)) # 0. (0,1 pts. por justificar que f~! es derivable en estos puntos)

Por lo tanto, basta verificar que f/ nunca se anula para que f~! sea derivable en todo su dominio.
Tenemos que:

f(x) =2"-exp(z) + x - exp’(z) = exp(x) + zexp(z) = exp(z)(z +1). (0,2 pts. por calcular f/(x))

Como exp(x) # 0, basta comprobar que  + 1 # 0. Esto resulta directamente de que z € (—1,+00), es decir,
x> —1. (0,2 pts. por justificar que f’ no se anula en (—1, +00))
Concluimos asf que f~! es derivable.

Ademss, el teorema establece que

(@) = . (0,2 pts. por enunciar la derivada de la inversa)

Como
f'(x) = exp(z) + zexp(z) = exp(x) + f(z) (0,2 pts. por notar que f'(x) = exp(z) + f(z))

vemos que
F'(f~H @) = exp(f 1 (@) + F(f () = 2 + exp(f~ 1 (2)).
(0,2 pts. por notar que f/(f~1(x)) = = + exp(f~1(x)))
1

—1y/ — - s. por concluir

Por lo tanto,

b) (1,5 pts.) Demuestre la desigualdad
FH @) +ep(f (@) z o+ 1
para todo x € (0, 1].
Indicacién: Defina la funcién auxiliar h: [0,1] — R por h(z) = f~1(z) +exp(f~!(z)) y use el teorema del valor medio
en un intervalo conveniente.

Solucion

Sea z € (0, 1]. Notemos que h es continua en el intervalo [0, z] y que es derivable en el intervalo (0, z) porque
f~ !y exp son continuas en [0, z] y derivables en (0, x) por la parte anterior.

(0,2 pts. por justificar las hipétesis del teorema del valor medio)
Asi, el teorema del valor medio muestra que existe £ € (0, x) tal que

h(z) — h(0)

0 - R'(€). (0,3 pts. por usar el teorema del valor medio)
-

Podemos desarrollar estas expresiones. Comenzamos calculando h(0):
f(0)=0 = f71(0)=0 = h(0) =0+ exp(0) = 1. (0,2 pts. por calcular h(0))
Continuamos calculando h/(§):

1
~ E+ep(f1(E))

De este modo, obtenemos que

h)—1 _ 1+ exp(f~1(9))
r Etep(f Q)

1 _ Ltexp(f71(6))

e 1@) ~ Erenp(fi(e) (V2 Pt por caleular K())

+exp(f1(€))

h'(€)

14exp(f71(E)

£+ exp(f1(¢))
(0,2 pts. por llegar a esta férmula para h(z))

+1.

<~ h(z)==x
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Finalmente, tenemos que

1+ exp(f~(§))
£+ exp(f71(¢))

=1,

ya que
1+ exp(f~1(2)) > € + exp(f ' (2))
1+ exp(f~1(¢))
porque ¢ € (0,1). (0,2 pts. por obtener que >1)
£+ exp(f~1(§))
Asi, resulta que h(xz) > x + 1, que es exactamente lo buscado. (0,2 pts. por concluir)

c) (1,5 pts.) Muestre que (f~1)’ es derivable con

x ex 1z
() — 20 @)

(z +exp(f~1(x)))?

para todo x € (—1/e, +00).

7

Solucion

Recordemos que, por la parte a), f~1(x) es derivable en (1/e, +00) con
1
z +exp(f~(z))

Esta expresion es un cociente de funciones derivables, por lo que también es derivable.
(0,3 pts. por justificar que (f~1)’ es derivable)

(f (@) =

Derivando:

(z + exp(f~ 1 (x))’
(@ + exp(f1(2))?
_1+exp(f7(2) - (f71)'(x)

= (0,3 pts. por usar la regla de la cadena)

(z + exp(f~1(z))?
) 1

1+exp(fl(x))- prarap—
== ( —i—exp(; s (f (=) (0,3 pts. por usar la parte a))

T
v+ exp /7L (z) + exp(f ().
2+ o (@)
@+ oxp(f (@)
a4 2exp(/ (@)
"o+ on(f (@)

(0,3 pts. por usar la regla de la cadena)

(f7)"(z) =

)
3

(0,3 pts. por obtener la férmula buscada)

d) (1,5 pts.) Calcule el polinomio de Taylor de orden 2 de f~! en torno a z = 0.

7

Solucion

El polinomio de Taylor de orden 2 de f~! en torno a Z = 0 es:

131(0) = 170 + (YO + LS Qa2 @)

(0,3 pts. por enunciar la férmula del polinomio de Taylor)
El hecho de que f(0) = 0 junto a las partes anteriores muestra que:

» f710) =0; (0,3 pts. por encontrar f~1(0))
= (FH(0) = exp(fl—l(O)) = expl(O) =1y (0,3 pts. por encontrar (f~1)’(0))
= (F7H(0) = - 2exp(f10) _ _ 2ex0(0) =-2. (0,3 pts. por encontrar (f~1)”(0))

(exp(f=1(0)))* —  (exp(0))?
Reemplazando en (2), resulta
T?,l(a:) =z —2°.
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(0,3 pts. por encontrar T;‘,’_l(w))
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