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2
P1. Considere la funcién f(z) = arcsin (2:10) Determine:
x

+1

(a) (1 punto) Dominio, recorrido y puntos de interseccién con los ejes coordenados.

(b) (1 punto) Continuidad de la funcién y simetria con respecto al eje vertical y el origen (paridad
e imparidad). Determinar si la funcién posee puntos de discontinuidad reparables.

(c) (1 punto) Asintotas, si las hay.
(d) (1 punto) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

(e) (1 punto) Maximos y minimos indicando explicitamente cudles son y donde se alcanzan, puntos
de inflexion e intervalos de concavidad y convexidad.

(f) (1 punto) Esbozo del grafico de f.
SOLUCION.

(a) Dominio y puntos de corte con los ejes coordenados: Note que

2z 2z 2x
D —-1< <1 — + 1> — 1<
x € Dom(f) & <@ s = ($2+1+ _0)/\<x2+1 _O)

(x+1)2 (r—1)2

- > - >

(:c2+1 20 M g 20
<z e R (0,5 puntos)

Tow
Por lo que Dom(f) = R y ademés Rec(f) = [—57 5} Por otra parte, el tinico punto de
intersecién con lo ejes es P = (0,0). (0,5 punto)
(b) Continuidad: En este caso f es composicién de funciones continuas, por lo tanto ha de ser

continua en R (0,5 punto). Por otra parte

f(—2z) = arcsin <(_$)zx+l> = — arcsin <x2211> =—f(2).

Por lo tanto f es una funcién impar. (0,5 punto)

(c) Asintotas: Ocupando la continuidad de f, encontramos que

. . . 2z
wggloo flz)= wgrfoo arcsin <x2 n 1) =0.
Por lo tanto y = 0 es la asintota horizontal de f (0,5 punto). Ademads la funcién no posee
asintotas oblicua pues m = lim,_, 4 ! f) = 0 (0,25 puntos). Ademds f no posee asintota
vertical (0,25 puntos)

(d) Méaximos y minimos e intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Calculemos la primera de-
rivada de f:

(0,25 puntos).

1 202 +1) —42?]  2(1—2?)
[ (22 +1)? } 22 =122 + 1)
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P2.

Por otra parte, € Dom(f) es un punto critico cuando f’(x) = 0 o cuando f’(x) no existe, lo
cual en este caso ocurre cuando © = —1 6 = 1. Ademds f'(z) >0siz € (-1,1)y f'(z) <0
six € (—oo,—1)U(1,400). Por lo tanto f es creciente en (—1,1) (0,25 puntos) decreciente en

(—o0, —1)U(1,+00) (0,25 puntos), pero ademds f alcanza un minimo local en z = —1 que estd
dado por f(—1) = fg, y alcanza un mdximo local en x = 1, el cual estd dado por f(1) = il

2
(0,25 puntos).

(e) Puntos de inflexién e intervalos de concavidad y convexidad: Calculemos la segunda derivada
de f. Para ello consideremos los siguientes casos:

2
(i) Caso 1. Consideremos z € (—00, —1)U(1, +-00). En este caso se tiene que f'(z) = —— 1
x
4
Por lo que f”(z) = ﬁ (0,25 puntos).
2
ii) Caso 2. Consideremos x € (—1,1). En este caso f'(r) = ———, de donde f"(z) =
241
x
4x
"R (0,25 puntos).
En resumen,
4x
——— ; z€(-1,1),
21 1)2
fay=4 @D M)

Por otra parte,

x € Dom(f) es un punto de inflexién de f < f”(z) = 0 & = = 0.(0,25 puntos)

Ademas, f”(x) > 0 cuando = € (—oo,—1) U (1, +00), mientras que f”(z) < 0siz € (—1,1).
Por lo tanto f es convexa en (—oo, —1) U (1, +00) y céncava en (—1,1) (0,25 puntos).

(f) Esbozo del gréfico de f: (1 punto)

Vita
Vi—x
SOLUCION. En este caso estamos tratando con una integral impropia de segunda especie.
Con lo que

-
(a) (3 puntos) Estudie la convergencia de la integral impropia / dx.
0

dz (0,25 puntos). (2)

/1Vl+xda:—lim /bVH”’
o Vi—=z b1 0o V1I—=x

Por otra parte, haciendo el cambio 22 =1 — z, dx = —2zdz, con lo que

v1
i Tdr = —2/ V2 — z2dz (0,25 puntos)

vii—=z
—2\[2/ \/2 — 2sin?() cos(8)dh (0,5 puntos)

= 74/(3082(9)619
= =260 — 2sin(f) cos() + C (0,5 puntos)

= —2arcsin ( 1/; x) —v1—22+C (0,5 puntos), (3)
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donde la segunda igualdad se obtuvo haciendo el cambio trigonométrico z = v/2sin(#). Luego,
reemplazando la primitiva (3) en (2) y usando el Teorema Fundamental de Calculo, tenemos

v Vi+zx _ ; b\/l—&—x
dr = lim dz
o V1i—=xz b—=1- Jo V1—2
r=b
V1=
= lim —2arcsin ( x) —V1—2z? (0,25 puntos)
b—1-— \/§ 2=0

b—1— ﬂ
= g + 1 (0,25 puntos). (4)

V1—10
= lim —2arcsin ( ) —V1-0b+ g + 1 (0,25 puntos)

Por lo tanto la integral impropia converge (0.25 puntos).

(b) Estudie la convergencia de las siguientes series numéricas:

—+oo
. (2n)!
(1) (1,5 puntos) Z(—l)”st(n) T
n=1
. 2n)! 2n)! 2n)!
SOLUCION. Sea a,, = ‘(—1)” sinQ(n)( 7;) = sinz(n)( Z) < ( 7;) , n € N (0,25 puntos).
n n=n nen
. 2n)!
Por otra parte, consideremos b, = ~——-. Entonces
n n
b, 2 (2n42)(2n +1
lim 2t = i (- n2)@nt+1) _ -2 1 (0,95 puntos)
2n
2 2)(2 1
pues nlggo (n :L_ 1) =e?y nlgglo W =4 (0,25 puntos). Por el criterio del
+oo
. . . - (2n)! .
cuociente se tiene que la serie numérica Z 5.~ es convergente (0,25 puntos). Finalmen-
n n
n=1
S . . - = 2, (2n)!
te, por el criterio de comparacién se concluye que la serie numérica Z (=1)"sin”(n)-—
n n
n=1
“+oo
converge (0,25 puntos) por lo tanto la serie Z(fl) sin”(n)-— - es convergente (0,25 puntos).
n
n=1
+oo n
ii) (1,5 puntos _
( ) ( p )nz::ll+ngsin2(n)

SOLUCION. Note que para todo n € N, 0 < 1 + n?2 sin?(n) < 14 n?, por lo que
n ] >

1+ n?sin“(n) — 1+n

—+00

. L. n
de la serie numérica E —
n*+1

5 para todon € N (0,25 puntos). Vamos a estudiar la convergencia

. Para ello, considere f(z) = 2 > 1. Entonces

x
22+ 1’
n=1
2 2 2
pooy @t +1-22°  1-u
f(z) = S P ey < 0 para todo x > 1. (0,25 puntos)

Asi, f es decreciente en (1,+00). Ademads

+o0o b
1
/1 f(x)dx = lim /1 %Hdm = lim 3 In(x? + 1) = +o0. (0,5 puntos)

b—4o00 b—+o0
“+o0
Por el criterio de la integral impropia se tiene que la serie numérica E T diverge
n
n=1
(0,25 puntos). Finalmente, por el criterio de comparacién para serie de términos positivos

+oo
se concluye que la serie numérica E

n=1

n

————— diverge (0,25 puntos).
1+ n2sin?(n) ge ( P )
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22 y2
a

P3. Para y > 0 fijo, considere la regién plana Ry = {(w,y) e R?: W <1, |yl < y}

(a) (2 punto) Dibuje la regién Ry y el sélido de revolucién generado por Ry en torno a OY'.

(b) (4 punto) Calcule el volumen y el drea del manto del sélido de revolucién que se genera al
rotar Ry en torno al eje OY'.

SOLUCION.

(a) El sdlido de revolucién generado en torno a OY es (1 punto):

Graflco P3
giins

Figura 1: Sélido de revolucién generado por Ry

y la regién Ry es (1 punto):

Figura 2: Regién Ry

(b) El el manto del sélido de revolucién que se genera al rotar la regién Ry en torno a OY
es equivalente a la superficie de revolucion generada al rotar la curva asociada a la funcién

2
fy) = ay/ Z—2 +1= %\/y2 + b2, para y € [—7, §], alrededor del eje OY (0,5 puntos). Asi que,

utilizando la férmula para el manto obtenemos:

24 02)
_271-/ —v/y2 + b2 1+ 27Ta/ \ — (a + y? + 1dy (0,5 puntos)

En lo anterior utilizamos el cambio de variables y =

= tan(f) y nos queda

A=2T—

/tan o ) sec3(9)d0—/tan 1(2/ ' ) sec(@)—l—senz(a)d@ (0,5 puntos)
~/a2—|—b2 tan— 7\/24.:.#) - _tan_1<g\/ﬂ:2+b2) cos3(0) p

Integrando por partes, vemos que

sen?(6 sen(6 1
/0053((93 0= 20055(;) B E/sec(ﬂ)dﬁ
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y por lo tanto nos queda

b%a 1 ran (y oz ) sen(6)
A=2r—— | = 0)do + ———~
i Va2 +b2 \ 2 /_tan—l <gj Va§2+b2> Sec( ) + 2 cos? (9)

. (0,5 puntos)

Recordando que [ sec(f)df = In[sec(f) + tan(f)| + C' obtenemos

2 tan~?! <gj7V“2+b2>
A= bam In [sec(#) + tan(6)| + tan(6) sec(6) i
R

. (0,5 puntos)

—tan—1 (‘ Y a'2+}72)

Y72
Finalmente usamos que sec(f) = /1 + tan?(#) y nos queda

b2am VI+9? azbtbQ +y aZZLbZ) Vat+b? _,a? + b2
A= In 4+ = 1+4 5

\/a2+62 /1+g2a2btb27y\/azzw

El volumen del sélido de revoluciéon estd dado por:

(0,5 puntos)

Tty s v o\ 7 e
V=mn b—2(y +b0*)dy=m g—l—by =27 §+by (1,0 punto)
T -y



