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P1. (6.0 ptos.) Sea f : R?* — R una funcién diferenciable tal que

_ Foa-1=1 Yos_1=2 oa4_1=_
f(0747 71) - 25’ or (074a 1) - 17 ay (0747 1) - 27 9z (0747 1) =-L

Denote Vf(0,4,—-1) = (1,2, -1).

a) (2.0 ptos.) Calcule la derivada direccional de f en (0,4, —1) en la direccién del vector (1,—3,4).

Solucién:
Primero, observamos que el vector dado v = (1,—3,4) no es unitario, por lo que debemos normali-
zarlo:

1 3 4
vl =12+ (—3)2+ 42 = VI + 9+ 16 = v/26, u:L:( . )
Ivll = /12 + (-3) v I T

(0.5 pts; Por calcular correctamente el médulo del vector y obtener la direccién unitaria)

Luego, aplicamos la férmula de la derivada direccional de f en el punto (0,4, —1) en la direccién del
vector unitario u:

Dyuf(0,4,—1) = Vf(0,4,-1) -u= (1,2, -1) - (\/12_6—\/32_6 \/42_6> .

»

& (OM,~) -.+

punte) +05 Por decir 9ve Como J es diferencioble
Calculamos el producto escalar:

en oM ) se Yene (04}-0-u
1142 (=3)+(-1)-4 1-6-4 -9

Duf(0,4,-1) = = —
ut ) v/ 26 V26 V26

(1.0 pts; Por desarrollar correctamente el producto escalar y llegar al resultado final)

b) (2.0 ptos.) Encuentre la direccién para la cual la derivada direccional es méxima. Calcule dicha derivada
direccional.

Solucién:
La derivada direccional maxima de una funcién diferenciable en un punto se alcanza en la direccion
del gradiente unitario, y su valor es igual a la norma del gradiente en ese punto.

Direccién de derivada direccional maxima:

V£(0,4,-1) (1,2,-1) (1,2,-1)

Umsgx =

IVF0,4,-1)]  JZ+2+(-12 V6

105 por decir que baste calevlar VSO UYA) pormue § es diferenciable en (04,1
\_\_ AoSLON)
+0.5 por el resultodo 1



P2

Valor maximo de la derivada direccional:

méx Dy f(0,4,—1) = [Vf(0,4,—1)| = V12 + 22 + (-1)> = V6.

[lull=1

(1.0 pts; Por identificar y calcular correctamente el valor maximo como la norma del
gradiente)

(2.0 ptos.) Encuentre el plano tangente a la superficie f(x,y, z) = 25 en el punto (0,4, —1).

Solucién:
La superficie dada por
{(z,y,2) : f(z,y,2) = 25}
es una superficie (o hipersuperficie).
(0.5 pts; Por identificar correctamente que se trata de una superficie

La ecuacién del plano tangente es:

V£(0,4,-1) - ((z,y,2) — (0,4,-1)) =0,

es decir,
—0)+2-(y—4)+(-1)-(z+1)=0. ) askien |
r decﬂ‘ ve la Yo es Vol pyues (O4,~) esta en lo supe:
(-l-rO—pg Por plant ar c?)rrg(';au\rrfénte a eét?écmn del plano tangente)
*0.s
Simplificando:

r+2y—z—9=0.

(0.5 pts; Por simplificar correctamente la ecuacién del plano tangente y expresar el
resultado final)

. (6.0 ptos.) Sea f(u,v) una funcién de clase C?(R?), y defina

g(x,y) = f(az + by, cx + dy),

donde a, b, c,d € R son constantes dadas.

a) (3.0 ptos.) Calcule las derivadas parciales de segundo orden

»g
9z Y oy?’

Solucién:
Definimos primero los cambios de variable:

u = az + by, v = cx + dy.

(0.5 pts; Por identificar y definir correctamente las variables compuestas u y v)

Aplicamos la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales de primer orden de g(z,y) =

flu,v):

oy _0f ou 0f ov_ 0f  of
dr Ou Oxr Ov O 6u ov’

o9 _of ou of ov_,of o
dy  Ou 8y+8v 8yib8u+dav'

Rae



(0.5 pts; Por aplicar correctamente la regla de la cadena para obtener dg/0x y 0g/dy)

Ahora derivamos nuevamente para obtener las derivadas segundas. Usamos la linealidad de la deri-
vada y la simetria de derivadas cruzadas:

62 82 . o
=~ gv = 5 afu' +05 lineolidod y simetria

Para la segunda derivada respecto de x:

#g_ o (of of

02 Oz ou ov
(P 0w, PF 00\, (P o 0F v
- ou? Oxr Oudv Oz ¢

8v6u-%+w 3x>

(8] o*f O*f 0*f
_a<8u2'a+8u8v.c>+c<8vau'a+8v2.C>

0% f 0% f 0% f ’
2 2
4 o2 2ac uow | 2 +05 calulo

(1.0 pts; Por derivar correctamente 0%¢g/0x? usando la regla de la cadena y simetria)

L (Dishibuido arriba)

De forma analoga, obtenemos:

252 (2 1 a)

Oy? - Oy \ Ou Ov
0% f 0% f 0% f
_ 127 J 2
=b 6u2+2bd8uav+d Ik

(1.0 pts; Por derivar correctamente 9?g/0y* usando la regla de la cadena y simetria)

b) (3.0 ptos.) Suponga que la funcién f satisface la ecuacién diferencial

f L
ou? = o2
Determine las condiciones que deben tener a, b, ¢, d tales que se cumpla
0%g 0% _1
0z oy
Solucion:
. . . g I
Sumamos las expresiones obtenidas anteriormente para — y —5:
0x2 * Oy?
g P9, *f f *f
=== b)) == +2 bd 2 gty =L,
0x2 = Oy? (a” + )8u2+ (ae+ )8u8v+(c * )8v2

(1.0 pts; Por efectuar correctamente la suma de las derivadas segundas y reagrupar los
coeficientes)

Queremos que

0%g 0%9 O0°f O°f o?f  0*f
@jta—yQ:erﬁ paratodaftalqueerw:l.




Para que esta igualdad se mantenga para toda funcién f, es decir, para todo trio de valores

(a2f 82 f 82f>

ou2’ Oudv’ ow?

los coeficientes deben coincidir término a término en ambos lados de la igualdad. En particular, el
coeficiente del término cruzado debe anularse:

a2 +v% =1, A+d=1, ac+ bd = 0.

(2.0 pts; Por identificar correctamente la condicién de igualdad para toda f y deducir
las tres ecuaciones necesarias)

P3. (6.0 puntos) Encuentre los puntos criticos de

fla,y) = aye™™ V"

y determine si son maximos locales, minimos locales o puntos silla.

Solucion:

Calculemos las derivadas parciales de primer orden:

ﬁ . —a?—y? . 2 % . —a?—y? 5.2
5 Ve (1 —2z°), &yf:re (1 —2y7).

©+*0.5 L*D.5
51.0 pts; Por calcular correctamente las derivadas parciales de primer orden)
\

. . 0 0 . . .
Los puntos criticos satisfacen —f _o = 0. Como e~ V" > 0, las igualdades anteriores son equivalentes

or Oy
y(1 —22%) =0, z(1—2y%) = 0.

a

Resolviendo por casos:
= Si z =0, entonces la segunda ecuacién se satisface; la primera exige y = 0. = (0, 0).
= Siy =0, por simetria, resulta z = 0. = (0,0).
» Siy#0yax#0,entonces 1 — 22> =0y 1—2y? =0, es decir 22 = y* = 1. = (:I:i 3t )

Por lo que los puntos criticos son:

+0H4
+0.
*0” — == ‘L‘

00 (#3%): (Fo-#) CFa) (o),

(1.0 pts; Por resolver correctamente el sistema y determinar los puntos criticos)

U total P
Derivemos en segundo orden para clasificar. Por simplicidad, denotemos A(z,y) = e="=¥" De a—i =
yA(l—22%) y g—f = 2A(1 — 2y?) se obtiene:
Y
2 2 2
of = yA(4a® — 6z), o°f = A(day® — 6zy), of = A1 - 22%)(1 — 24?).
6x2+ Oy? Oz Oy "
o3 103 *0Y resulodo 55\.;\'\\-‘\car ovoy Dyox
(1.0 pts; Por derivar correctamente las expresiones de segunda orden)

) D ¥okal
Clasifiquemos los puntos criticos.




En (0,0):
0 f o f 0 f
A(0,0) =1, @(0,0) =0, a—yZ(O,O) =0, M(O,O) =1
Hessiano:
H(0,0) = (1) (1)2, det H(0,0) = —1 < 0. o
*O.5 evolvar K(oo) +0.5 por dasificar
Por lo tanto, (0,0) es un punto silla.

(1.0 pts; Por evaluar correctamente el Hessiano en (0,0) y clasificar como punto silla)

® Aokl
1 1 .
En (iﬁ, iﬁ>.

Aquiz? =y? =1 luego 1 — 222 =1-2y2 =0y A=e"1. Asi,

o*f o*f 3 2
950y =0, = yA(42® — 6z) = yA(22(22” — 3)) = yA(2z(1 — 3)) = —4Axy,

dx2

2
giy]; = A(dzy® — 6zy) = Azy(4y® — 6) = Azy(2 — 6) = —4Azy.

Por tanto,

_ [(—4Azy 0 _ 1 1 0 +
H—( 0 4A:By>__4e xy(o 1). \.o

La clasificacién depende del signo de zy:

» Si zy > 0 (signos iguales), entonces —4e~'zy < 0 y H es definida negativa. = méaximo local en

11 1 1 +0.
(ﬁﬁ)y( VeX ﬁ) o3
» Si 2y < 0 (signos opuestos), entonces —4e~lzy > 0y H es definida positiva. = minimo local en
AL 11 +0.5
v T ve) Y \Tve Ve )
(2.0 pts; Por evaluar y clasificar correctamente los puntos criticos segin el signo de zy)
Ghta

Indicacion para correccion.

En la clasificacién de los puntos criticos, también se acepta el uso del criterio de los valores propios de la
matriz Hessiana. Si el procedimiento esta correctamente aplicado y conduce a la misma clasificacién, debe
asignarse el mismo puntaje que al método basado en el determinante y la traza.

Recordememos que, si H(z,y) es el Hessiano evaluado en el punto critico. Se calculan sus valores propios
/\1, /\22
H(l?,y)ViZAiVi, 1=1,2.

Luego:
= Si A7, Ao > 0, el punto critico es un minimo local.

= Si A, Ay <0, el punto critico es un maximo local.

= Si A1 A2 < 0, el punto critico es un punto de silla.

Duracién: 3h.




