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Control 2

P1. Sean A, B C E conjuntos.

a) (1.5 ptos.) Muestre que (AN B)U (AAB) = AU B.

Solucién:
Primera forma: En efecto,

(ANB)U(AAB) = (ANB)U((A\B)U(B\4))  (pqa XAY =(X\Y)U(Y'\ X))
=((ANB)U(A\B))U(B\ A) (asoc. del V)
—AU(B\ 4) (ba X = (X\Y)U(X NY))
=AU (BN A9 (caract. del \)
=(AUuB)N (AU A°) (distrib. del U ¢/r al N)
E
=AUB.

[0.4 ptos. por la lera igualdad, i.e., usar la caract./def. de A; 0.6 ptos. por la 2da
y 3era igualdad; 0.5 ptos. por los dos ultimos pasos. Asignar mitad de puntaje si
no justifican]

Segunda forma: En efecto,

(ANB)U(AAB) = (ANB)U((AUB)\ (AN B) (pq XAY = (X UY)\ (X NY))
=(ANB)U ((AUB)N(ANB)?)) (caract. de \)
=(ANnB)U ((AUB)N(A°U BY))) (De Morgan)
=((ANB)U(AUB))N ((ANB)U(A°UB°)) (distrib. de U ¢/r N)
=(AUB)N ((ANB)U(A°U B%)) (pa ANBC AUB)
=(AuB)Nn ([(AnB)U A°] U BY) (asoc. de U)
=(AuB)n ([ (AU A9 N (BUA%UB°) (distrib. de U ¢/r a N)

Ty
= (AUB)N ((BUA®) UB°)
=(AUB)N ((BUB) U A°) (asoc. y conmut. de U)
E
=(AUB)NE (pa FEUX =E)
=AUB. (pq AUBCE)

[0.4 ptos. por la lera igualdad, i.e., usar la caracterizacién de A; 0.5 ptos. por las
igualdades 2, 3 y 4; 0.3 ptos. por mostrar/justificar que (ANB)U(AUB)=AUB




y 0.3 ptos. por mostrar que (AN B)U A°U B¢ = E. Asignar mitad de puntaje si no
justifican.]

Indicaciones para la correccion:

» En la primera forma, estd bien si en vez de mencionar demuestran (explicita o implici-
tamente) que X = (X \Y)U (X NY).

= Hay varias variantes de la segunda forma. Por ejemplo, para la 6ta igualdad se puede
justificar que:

(ANB)U(AUB) = [(ANB)UA]UB = [AN(AUB)|UB = (AUB)N(AUB) = AUB.

(2.0 ptos.) Muestre que para todo C,Y,Z C E,si CN(YUZ) # 0, entonces CNY # 0o CNZ # 0.

Solucion:

Primera forma: Basta probar la contrareciproca, es decir, que si CNY =0y CNZ = 0,
entonces C' N (Y U Z) =0 (1.0 pto.). Para ello, observar que:

CNY=0ACNZ=0 = (CNY)U(CNZ)=0Ud=10 ([0.5 ptos.])
— CnYuz)=10 (distrib. N ¢/r U [0.5 ptos.])

Segunda forma: Por hipétesis C' N (Y U Z) # (). Consideramos los siguientes dos casos [1.0
pto. por separar en casos|:

s Caso CNY = (): Observar que

CNnyuz)y=(CnY)u(CnZzZ)=0u(CnZ)=CnZ. (1)

Luego, por hipétesis, concluimos que CNZ # (). [0.7 ptos. por andlisis de este caso]

s Caso CNY # : Por definicién del caso, se tiene la conclusién deseada, a saber, que
CNY #0oCNZ#(.[0.3 ptos. por andlisis de este caso|

Indicaciones para la correccion:

» En la primera forma pueden partir calculando CN (YU Z) = (CNY)U(CNZ) lo que
les darfa 0.5 puntos. Luego, pueden identificar que ambos conjuntos son vacios lo que les
daria el resto de los 0.5 puntos.

¢) (2.5 ptos.) Suponga que existe e € E tal que AN B = {e}. Muestre que para todo conjunto

CCE,siCN(AUB)#0y CnN(AAB) =0, entonces AN BNC = {e}.

Nota: Si le es til, puede usar cualquiera de las partes anteriores (aun si no las contesta).

Solucién: Queremos demostrar que AN BN C = {e}.
Por enunciado, AN B = {e}. Luego,

{e}, sieeC,

AmBﬂC:{e}ﬂC:{
, siegC.

Bastard entonces demostrar que AN BNC # () o lo que es equivalente, que C'N{e} # 0 [0.6




ptos. por reformular la conclusién en algo equivalente].

Primera forma: Veamos que C N {e} # (). En efecto, del enunciado y

CN(AUB)=Cn((ANB)U(AAB)) (de la parte a))
=[CN(ANB)U[CN(AAB)] (distrib. del N ¢/r U)

{e} 0
= Cn{e}. (enunciado e hipdtesis)

Por hipdtesis, se concluye que C' N {e} # 0, como querfamos establecer. [0.8 ptos. por la
lera igualdad; 0.8 ptos. por las igualdades 2 y 3; 0.3 ptos. por aplicar la hipétesis
y concluir]

Segunda forma: Veamos que AN BN C # (. En efecto, por la parte a) sabemos que si
Y =ANBy Z = AAB, entonces Y UZ = AU B, luego [0.8 ptos. por usar/aplicar parte

b)]
CN(YuzZ)=Cn(AUB) # 0,

donde la tdltima desigualdad se tiene por hipéteiss. Por la parte b) sigue que [0.8 ptos. por
usar /aplicar parte b)]

CN(ANB)=CNY #0 Vv CN(AAB)=CNZ#0

Pero, por hip6tesis, sabemos que C' N (AAB) = (), por lo que la tnica posibilidad que queda
esque ANBNC =CN(ANB) # 0, como queriamos establecer. [0.3 ptos. por concluir]

Tercera forma: Veamos que AN BN C # (). En efecto,

ANBNC=(AnB)NC (asoc. N)
=[(AUB)\ (AAB)|nC (pq ANB=(AUB)\ (AAB))
=[(AUuB)N(AAB)|nC (def. \)
=(AUB)N[(AAB)°NC]| (asoc. N)
=(AuB)NnC (pg CN(AAB) =0 < C C (AAB)°)
=CN(AUB) (conmut. de N)

[0.8 ptos. por las 3 primeras igualdades y 0.8 ptos. por las 3 dltimas| Por hipétesis,
sigue que ANBNC = CN(AUB) # (), como queriamos establecer. [0.3 ptos. por aplicar
la hipétesis y concluir]

Indicaciones para la correccion:

» Se podria argumentar por doble inclusién, es decir, probar que AN BN C C {e} y que
{e} C AN BNC. Lo primero se tiene porque ANBNC = CnNA{e} C {e}. Lo segundo,
es equivalente a que {e} C C, o en otras palabras, que e € C. La primera forma es
justamente una demostracion de esto ultimo.

» La primera parte de la argumentacion (la que tiene asignada 0.6 ptos.) puede hacerse al
final, junto con concluir, lo que es igualmente valido.




P2. Sea E un conjunto de referencia y A C E un subconjunto fijo. Se define la funcién F' : P(E) — P(FE)
mediante:
F(X) = (XAA)“.

a) (3.0 ptos.) Demuestre que para todo X € P(E) se tiene que F(F(X)) = X (es decir, F o F es la
funcién identidad en P(FE)).

Indicacién: Probar que si Y C F, entonces YAA = Y AA€ y aplicar con Y = F(X).

Solucién: Probemos primero la indicacién. En efecto,

YCAA®S = (Y\AS)U (A°\Y) (caract./def. de A)
— (Y° 1 (49°) U (4° N (Y°)9) (caract. de \)
=(Y°NA)U(A°NY) (doble complementacion)
=Y NA)YU(ANY") (conmut. de Ny U)
=(Y\AU((A\Y) (caract. de \)
=YAA. (caract./def. de A)

[0.6 ptos. por las 3 primeras igualdades y 0.6 ptos. por las 3 ultimas]

Calculemos ahora F' o F(X) para un X C E arbitrario. Observar que si Y = F(X):

FoF(X)=F(F(X)) (def. o)
=F(Y) (def. de Y)

= (YAA)* (def. de F)
(YCAAC)C (indicacién)

= ((F(X))°AA%)® (def. de Y)

= ((XAA))*AA)® (def. de F' [0.6 ptos. por llegar hasta aqui])

= ((XAA)AA%)® (doble complementacion)
(XA(A\A;_@ )¢ (asoc. de A)

= (X°)° (XAE = X°)

= X. (doble complementacion)

[0.6 ptos. por aplicar la indicacién, como arriba o en alguna parte del desarrollo;
0.6 ptos. por las 4 ultimas igualdades]

Indicaciones para la correccion:

= Descontar como maximo 1.0 pto. por no justificar los pasos.

= Hay otras formas de proceder que no utilizan la indicacién. Por ejemplo, se podria usar
alguna de las caracterizaciones de A para, por ejemplo, concluir que

F(X)=(XNA)U(X°n A9 0 F(X)=(X°UA)N (X U A9,

y después evaluar F' o F'(X). Si bien es factible proceder de esta manera, los desarrollos
a que dan lugar son largos. A continuacion se incluye el desarrollo usando la primera




igualdad de més arriba asi como una posible distribucién de puntajes (se omite el caso
de la segunda igualdad — si es que se usa, distribuir puntaje de forma similar a lo que
sigue).

Sea X C FE arbitrario. Se tiene que:

FoF(X)=F(F(X))
F((X N A) U (X°N A%)

(XN A)U(X°NA%)) N A) U (X NA) U (XN A%))e N A°).

Asignar 0.5 ptos. por la derivacién anterior.

Desarrollando el primer término de la tltima unién:

(XNAUX NA))NA=

=((XNA)NAU(XNA)NA) (distrib. de N ¢/r a U)
=(XNANA))UXN(A°NA)) (asoc. de N)
=(XNA)UXNO) (Idempotencia y propiedad AN A® = ()
=(XNAun (0 es absorvente para N)
=XNA (0 es neutro para U)

y desarrollando el segundo término de la union:

(XNA)UXNA) NA = (XNANXNAY) N A° (Leyes de De Morgan)
= (XU A9) N ((X)°U(49)9)) N A°

(Leyes de De Morgan)

(X UA )N (XUA))NA® (Doble complementacion)

XUA)N((X°UA)N A9 (conmut. y asoc. de N)

(
= (
= (
= (

X UA)N A® (pues A¢ C XU A°)
XNA YU (AN A9 (distrib. de N ¢/r a U)
= (X NA°)U(0) (propiedad AN A® = ()
=X N A°. (0 es neutro para U)

Asignar 1.0 pto. por cada una de las derivaciones anteriores (la de cada término).

Asi, de ambos desarrollos, se obtiene:

FoF(X)=(XNA)U(Xn A

=XN(AUA9 (distrib. de N ¢/r a U)
=XNE (propiedad AU A® = E)
=X. (E es. neutro para N)

Asignar 0.5 ptos. por esta ultima derivacion.
= Otra posible argumentacién, que tampoco requiere probar la indicacién, es demostrar




que F(X) = XAA¢, como sigue:

F(X)=(XAA)° (def. de F)
= ((XUA)\ (XNA)° (caract. de A)
= ((XuA)Nn(XNA°° (caract. de \)
=(X‘NAYU(XNA (De Morgan y doble complementacién)
=(XN(A))U(A°NX°) (conmut. de Ny U, y doble complementacion)
= (X \A9)U(A°\ X) (caract. de \)

)

= XAA" (caract. de A

Asignar 1.5 ptos. si es que se obtiene la caracterizacién precedente de F'.

Usado esta tltima caracterizacion, se puede evaluar F o F'(X) como sigue:

FoF(X)=(XAA)AA® (caracterizacion de F')
= XA(A°AA°) (asoc. de A)

0
= X. (0 es neutro para A)

Asignar 1.5 ptos. por este tltimo desarrollo.

b) (3.0 ptos.) Muestre que F es biyectiva.

Solucién:

Primera forma: Podemos utilizar la siguiente propiedad de la composicién de funciones (Teo-
rema de Caracterizacién de la Inversa): si f : By — Es y g : Ea — FE; son funciones y
fog=1idg, y go f = idg,, entonces f es biyectivay f~! = g. [1.5 ptos. por invocar el
Teorema de Caracterizacion]

Utilizando esta propiedad para f = g = F se tienen las hipétesis de la propiedad, pues F o F’
es la identidad en P(F) (se verifica que el dominio y codominio de F' o F' es P(FE), que es el
dominio y el codominio de idp(gy). Por lo tanto F' es biyectiva (y F~! = F). [1.5 ptos. por
aplicar a) para concluir que F es invertible luego biyectiva. Si no observan que
el dominio y codominio de F'o I y idpg) son iguales, descontar 0.5 ptos.]

Segunda forma: Veamos que F' es inyectiva y epiyectiva.

Para la inyectividad, sean X y X’ subconjuntos de E tales que F(X) = F(X’). Podemos
aplicar F a esta igualdad obteniendo que F(F(X)) = F(F(X')), es decir

FoF(X)=FoF(X").

Pero, por la parte a), esto equivale a decir que X = X’. [0.5 ptos. por dar la definicién
o plantear correctamente la hipétesis y conclusién de inyectividad; 1.0 pto. por
la demostracién basada en a)]

Para la epiyectividad, sea Y € P(E) un conjunto arbitrario. Veamos que existe X € P(E)
tal que F(X) = Y. Para ello, observar que X = F(Y) es tal que F(X) = F(F(Y)) =
FoF(Y)=Y.[0.5 ptos. por dar la definicién o plantear el argumento para probar
epiyectividad; 1.0 pto. por la demostracién basada en a)]




Asi F' es biyectiva pues es inyectiva y epiyectiva.

Tercera forma: Observar que Dom(F o F') = P(E) = Dom(idp(g)). Ademéds, Cod(F o F) =
P(E) = Cod(idp(gy). Luego, de la parte a) se tiene que F' o I' = idp(g). [1.0 pto. por
justificar que la composicién es la identidad. Descontar 0.5 si no justifica que
dominio y codominio es P(F).]

Recordando que si g o f es inyectiva, entonces f es inyectiva, y como F o F' = idpg) es
inyectiva, sigue que F' es inyectiva. [1.0 pto. por conluir inyectividad]

Recordando que si g o f es epiyectiva, entonces g es epiyectiva, y como F o F' = idp(g) es
inyectiva, sigue que F' es epiyectiva.[1.0 pto. por conluir epiyectividad]

Cuarta forma: Se puede probar inyectividad y epiyectividad por separado usando las defini-
ciones correspondientes.

Para la inyectividad, sean X, X’ € P(E). Queremos demostrar que si F/(X) = F(X’), enton-
ces X = X'.

En efecto,

F(X)=F(X") = (XAA)° = (X'AA) (def. de F)
— XAA=X'AA
(complementando ambos lados del = y por doble completacién)
= (XAA)AA=(X'AA)AA
(haciendo dif. simétrica por A a ambos lados del =)

— XA(AAA) = X'A(AAA) (asoc. de A)
T T
— X=X\ (0 es neutro para A)

Luego, F es inyectiva. [0.5 ptos. por dar la definicién o plantear correctamente la
hipotesis y conclusiéon de inyectividad; 1.0 pto. por la demostraciéon. Descontar
hasta maximo 0.5 ptos. por no justificar los pasos.]

Para la epiyectividad. Sea Y € P(FE) arbitrario. Queremos demostrar que existe X € P(FE)
tal que F(X) =Y.

En efecto, si X = (YAA)C, entonces F(X) = (YAA)AA), y siguiendo un desarrollo como
en la parte a) se verifica que F'(X) = Y. Luego, F' es epiyectiva. [0.5 ptos. por dar la
definicion o plantear el argumento para probar epiyectividad; 1.0 pto. por la
demostracién como en a). Descontar maximo 0.5 spor no justificar los pasos.]

Indicaciones para la correccion:

» Esencialmente, la seqgunda forma y la cuarta forma son iguales. En la primera, se trabaja
con F'y en la segunda se reemplaza por su definicion.

Duracion: 1 hora y 15 minutos.



