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P.1. (a) Considere la funcién  f(x) = x/ eV dt.
0

(i) (2 pts.) Calcule f'(x) y encuentre intervalos de crecimiento, maximos y minimos de f (si los
hay).

Solucion: Derivando queda

f'(z) = / eV dt + ze™
® 0 7‘05pt

Claramente, para z > 0 f’(z) > 0 por lo que f es estrictamente creciente en [0, c0).
°

Ademads, para = < 0 se tiene que 0
f(z) = —/ e Vdt+ze <0

por lo que f es estrictamente decreciente en (—o0, 0].
Obs: También se puede argumentar por paridad, probando que f es par.
°
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(ii) (2 pts.) Calcule f”(z) y encuentre intervalos de convexidad y de concavidad. Encuentre (si los
hay) todos los puntos de inflexién.

Como f decrece antes de 0, luego crece y es continua en x = 0, se deduce que = = 0 es el tnico minimo
local (y global) de f.
°

Solucién: Derivando f’ queda

2 2

Fl@)=e® +e® +ae™(—22) = 26 (1-27)
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Asi f"(z) > 0 para z € (—1,1), de donde se concluye que f es convexa en [—1, 1] (por continuidad).
Ademis, f"(z) < 0 para z € (00, —1) U (1,00), de donde se concluye que f es cdncava en los intervalos
Los puntos de inflexién son +1.

°
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(b) (2 pts.) Sean g una funcién dos veces derivable en R que satisface g(0) = ¢'(0) =0y a > 0.
Aplique el TVM a la funcién auxiliar h(z) = g(x) — (E)Qg(a) y su derivada para demostrar que

36 € (0, ) tal que Lg"(€) = g(a). '

Solucién: Primero tenemos que: h(0) = g(0) — 0g(a) = 0y h(a) = g(a) — 1 - g(a) = 0, como g es
continua y derivable en R, se puede usar el TVM en [0, a] obteniendo que
3¢ € (0,a) t.q. K'(&) =0.
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Ademis, h'(z) = ¢'(z) — Eg(a),
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de modo que h'(0) = 0. Usando el TVM para la funcién ' en el intervalo [0, &;], tenemos que

3 € (0,6) C (0,a) t.q. h"(€) =0
® 0.7pt

Ademds, como h(z) = ¢"(z) — %g(a), de la igualdad anterior se obtiene el resultado despejando g(a).
°

HRE

0.3pt

P.2. (a) (4 pts.) Considere la funcién f: [0,2] — R definida por

)2 size0,1]
f(m)_{l si z € (1,2

Encuentre n € N* y funciones escalonadas e, e™: [0,2] — R asociadas a la particién
p={% 1 oot 20} tales que: e (z) < f(x) < et(z) para todo z € [0,2] y

) Y n )
2
/(e+—e_)§10_3
0

Solucién: Como f es creciente en [0, 2], en cada intervalo [z;_1, z;], donde x; = % coni € {0,1,...,2n},
se tiene que:
f(zim1) < f(z) < f(z)

por lo que conviene definir las funciones escalonadas como:

e () = f(zim1) Vo € (zi-1,2;), Vie{l,...,2n}
et (z) = f(x;) Ve € (z-1,;), Vie{l,...,2n}
e (z;) =et(z;) = flz;)) Vie{0,1,...,2n}

Con esto se cumple que e~ (z) < f(z) < e'(x) para todo z € [0, 2].
Obs: los valores de e~ y e™ en x = x; no son relevantes.
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Ademas, 9
2 n 1
[ =) = Sl - i)
1 1
= = [f('an) - f(fo)} =
n
P lir el imiento, basta t > 1000.
.ara cumplir el requerimiento, basta tomar n > @

También se pueden dar férmulas explicitas, con lo cual la solucién es mds larga de escribir:

e (z) = {f’f’?l = (52)" Vrelmig,m), Vie{l,...,n}

1 VIE[SC,L',“IZ‘}, VzE{n—i—l,,Qn}
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+a) T2 — (%)2 Vo € [xi-1,2;), Yie{l,...,n}
e (r) =
1 Vx € [l’ifl,l’i}, Vi € {TL + 1, a0 ,27”&}
° 1.0pt




Con lo cual /02(€+ ) = i [@2_(;2_1)1 i+ Z 0

° =1 i=n-+1
211 2n(n+1)_n 1
n3 n3 2 n

Para cumplir el requerimiento, basta tomar n. > 1000.
°

(b) (2 pts.) Demuestre que Vn € N

—1 1
/sin””(m) = cos(z) sin" ™ (z) + Zi 5 /sin”(m)dw

Solucidén: Integramos por partes: f =sen""'(x) f' = (n+ 1)sen"(z)cos(z)
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g =sen(z)  g=—cos(z)
Asi
. Lo = —sen""(z) cos(z) + (n + 1) / sen”(z) cos®(z)
— _sen™(z) cos(z) + (n + 1) / sen”(z)(1 — sen?(z))
) = —sen""(z) cos(z) + (n + 1) (I, — Ini2)

De aqui, despejando, se deduce que
(n +2)I10 = —sen™ ! (2) cos(x) + (n + 1)1,

De donde el resultado se deduce dividiendo por (n + 2).
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