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P1.

Introduccién al Algebra MA1101-2024-2

Control 1

a) Sean p,q y r tres proposiciones. Considere la proposicién légica dada por:

i)

i)

(p = = )N = (p = 1)

(2.0 ptos.) Demuestre, sin usar tablas de verdad, que es una tautologia.

Solucion:

Primera forma. Simbdlica (usando propiedades y el dlgebra booleana). Comencemos desarrollando
la expresion del lado izquierdo de la implicancia. Tenemos que:

(p = F = q)ANq — (p = (@ = 7)) Aq contrarreciproca
— (p = (@ = r) A7 doble negacién
= PV(@@ = r)Ag carac. implicancia
— @AV (T = r)A]) distributividad
— PAQ VT regla de separacién

(1.0 pto.)
— pVqVvr ley de De Morgan
<~ pVqg = r carac. implicancia
— (p = r)A(qg = 1) dem. por casos
N p = r relajacién
(1.0 pto.)

Segunda forma. Exploratoria. Para demostrar que la implicancia es una tautologia, asumamos que
(p = (F = q)) Aq es verdadera y mostremos que p = r también lo es. Notemos que si p es
falsa, entonces p = r es automaticamente verdadera, independientemente del valor de verdad
de r. (0.5 ptos.)

Por tanto, basta considerar el caso en que p <= V. Como (p —= (F = ¢)) A7 < V, en
particular tenemos que (p = (T = ¢q)) <= V. Luego, concluimos que (7 = q) < V.
(0.5 ptos.). Por otro lado, como § <= V se tiene que ¢ <= F. Luego, como T = ¢ es
verdadera, necesariamente 7 <= F, es decir, r <= V. (0.5 ptos.)

Con esto, hemos verificado que si p <= V, entonces r <= V, lo que demuestra que p = r

es verdadera. (0.5 ptos.).

(1.0 pto.) Demuestre, a través de un contraejemplo, que no se tiene la equivalencia. Para ello, presente
valores de verdad de p,q y r para los que la implicancia hacia la izquierda no es verdadera.

Solucidén: La inversa es la siguiente proposicion:
=1 == = 9)1q

Para mostrar que no es verdadera, debemos encontrar valores de verdad para los que p = r es
verdaderay (p = (F = ¢q)) A ¢ es falsa. (0.5 ptos.). Notemos que si p y r son verdaderas, lo
primero se cumple. Por otro lado, si ¢ <= V, entonces ¢ <= F, lo que hace que la segunda




’ sea falsa, independiente del valor de verdad de p = (T = ¢). (0.5 ptos.).

b) Sea T,, una secuencia definida por recurrencia como Ty =1, To =1y T,, =n—T,_1 — T,,_o, paran > 3.
i) (1.0 pto.) Pruebe de manera algebraica que T35 = 1+ T,,, para todo n > 1.

Solucién:
Sustituyendo Ty, 1o = (n+2) — Tj,41 — T), en la expresién para T,, 13 se tiene:

Thys = (n + 3) — T2 — Thta
=(Mn+3)— [(n +2)—Thy1 — Tn] — i
— (0 +3) = (n+2) + Toss + T — Tars
=1+17,. (1.0 pto.).

ii) (2.0 ptos.) Demuestre por induccién en k que
T3i_o =T3,_1 = T3, = k, para todo k > 1.

Indicacion: Puede usar el resultado anterior incluso si no lo ha probado.

Solucién: Haremos la demostracién por induccién en k usando la parte i).

Caso base: Por definicién, Ty = To = 1. Ademas, T3 =3 - 1Ty — T3 =3 —1—1 =1, por lo que la
proposicién se cumple para k = 1. (0.5 ptos.)

Paso inductivo: Supongamos que T3;_o = T3,_1 = T3, = k. Notemos que T3(kt1)—2 = T(3k—2)+3 =
Tsp—2+ 1 =k + 1, donde hemos usado i) y la igualdad T5;_o = k de la hipédtesis inductiva (1.0
pto.). De manera andloga, se puede mostrar que T3(,41)—1 = k + 1y T3(41) = k + 1, con lo que
se cumple para k + 1. (0.5 ptos.)

P2. a) (1.5 ptos.) Demuestre que, para todo n > 1, el conjunto {0,1}™ N {1,2}™ tiene exactamente un elemento y
determine cudl es.

Solucién:
El conjunto {a,b}™ consiste de todas las n-tuplas (z1,x2,...,2,) con z; € {a,b} para todo i €
{1,2,...,n}. Entonces, la interseccién {0,1}"™ N {1,2}" counsiste de todas las n-tuplas (1,2, ..., Zn)

donde para todo ¢ € {1,2,...,n}, x; € {0,1}, y para todo i € {1,2,...,n}, z; € {1,2}. (0.5
ptos.) En otras palabras, {0,1}" N {1,2}" consiste de todas las n-tuplas (x1,z2,...,%,), donde pa-
ra todo i € {1,2,...,n}, z; € {0,1} y z; € {1,2}. O sea, z; € {0,1} N {1,2} = {1}. Es decir,
{0,1}* N {1,2}" = {(z1,®2,...,2n) : Vi € {1,2,...,n},z; =1} = {(1,1,...,1)} (1.0 pto.)

b) (1.5 ptos.)
Determine si lo siguiente es verdadero para todos conjuntos A, B,C C N (donde los complementos se toman
con respecto a N):

AUCE = (C\ (AU B))".

Justifique su respuesta.

Solucién: La igualdad no se cumple. Un posible contraejemplo es A =), B = C' = {1} (0.5 ptos.).
En este caso, tenemos

AUC®=0U (N\{1}) =N\ {1}
(C\N(AUB)) = ({1}\ (DU {1}))° = ({1} \{1})*=0°=N

que son distintos (1.0 pto.).

¢) (3.0 ptos.) Sea E el conjunto universo y considere B C E. Sea f : P(E) — P(FE) la funcién dada por
f(A) = A°AB.
Demuestre que
fTHP(B)) ={ACE:B°CA}
donde f~1(P(B)) es el conjunto preimagen de P(B) bajo f.



Solucién: Por definicién del conjunto preimagen tenemos f~1(P(B)) = {A € P(E) : f(A) € P(B)}
(0.5 ptos.). Es decir,

fTY(P(B)={AcPE): f(A)CB}={AcP(E): AABCB}={ACE:A°ABC B}
(0.5 ptos.). Notemos que A°AB = (A°\ B) U (B \ A°) y por lo tanto, A°AB C B equivale a
(A°\ B)U (B \ A°) C B (0.5 ptos.) lo que equivale a A¢\ B C B porque siempre es verdadero que
(B\ A°) C B (0.5 ptos.). Finalmente, A°\ B C B equivale a A° C B (0.5 ptos.). Concluimos que

fY(P(B))={ACE:A°CB}={ACE:B°C A}

(1.0 pto.).

P3. a) Sea E conjunto universo y sea A C FE un conjunto fijo. Se define la siguiente funcién:

f: P(E) — PE)
X — XAA

i) (1.0 pto.) Demuestre que f es biyectiva.

Solucion:
= [nyectividad: Sean X1, Xo C A. Notemos que X1AA = XoAA — (XGAA)AA = (XoAA)AA.

Luego, como la diferencia simétrica es asociativa,

(X1AA)AA = (XoAA)AA = X, A(ADA) = Xo A(ALA)
= X140 = X2A0
= X; = Xs. (05 ptOS.)

Se concluye que f es inyectiva.
= Epiyectividad: Sea Y C E. Definamos X := YAA. Luego:

F(X)=XAA= (YAAAA=YAALA) =Y AD =Y.

Se concluye que f(X) =Y, por lo que f es epiyectiva. (0.5 ptos.)

ii) (1.0 pto.) Calcule f~1.

Solucién: Como la funcién es biyectiva por i), existe la inversa f~1 : P(E) — P(E) (0.2 ptos.).
Para calcularla, sean X, Y C A tales que f(X) =Y. Notemos que:

f(X)=Y < XAA=Y def. de f
— (XAA)LNA=YAA aplicar A con A
= XA(ALA)=YAA ditributividad de A
— XAD=YAA identidad de A
— X=YAA neutro de A

Por lo tanto, f~!(Y) = YAA. (0.8 ptos.)

b) Para todo X C E, se define su funcién indicatriz Ix : E — {0,1} como:

{0 sixz ¢ X

I —
X@W=91 Gaex

i) (1.5 ptos.) Sean A, B con ) C B C A C E. Demuestre que I\ = I — Ip.



Solucién: Sea x € E. Para demostrar que 4\ p(z) = I4(x) — Ip(x) vamos a considerar tres casos

dependiendo de la pertenencia de x:

1) x € E\ A. En este caso [a(v) = Is\p(z) = Ig(z) = 0, por lo que 14\ g(z) = Ia(z) — Ip(x)
sigue inmediatamente. (0.5 ptos.).

2) z € A\ B. En este caso Ia(x) =1, Iy\p(x) = 1, Ip(x) = 0. Luego, Iq\p(z) =1=1-0=
I4(z) — Ig(z). (0.5 ptos.).

3) € B. En este caso [4(x) = 1, I4\p(z) = 0, Ip(x) = 1. Reemplazando estos valores se tiene
Inp(x) =0=1—1=1Ix(x) - Ip(z). (0.5 ptos.).

ii) (1.5 ptos.) Sean A,Z C E con A # 0, Z # (. Calcule I4(Z) en términos de Ay Z.

Solucién:
= Caso ANZ = (). En este caso, Vz € Z, se tiene que I4(z) = 0. Por lo tanto I4(Z) = {0}. (0.5
ptos.).
» Caso ANZ # 0.
e Caso Z C A. En este caso, Vz € Z, se tiene que I4(z) = 1. Por lo tanto I4(Z) = {1}. (0.5
ptos.).
e Caso Z\ A # (). En este caso I4(Z) = {0,1}. En efecto, para cualquier z € ANZ, I4(z) = 1.
Por otro lado, para cualquier z € Z \ A, I4(z) = 1. (0.5 ptos.).

iii) (1.0 pto.) Sea A C E con A # (). Calcule I,'({y}) para y € {0,1}.

Solucién:
» Paray = Osetienequez € I;'({0}) <= Ia(z) =0 <= z ¢ A.Porlotanto, I;'({0}) = A°.
(0.5 ptos.).
» Para y = 1 se tiene que = € I,'({1}) <= Ia(z) =1 <= 2z € A. Sigue que I;'({1}) = A.
(0.5 ptos.).

Duracién: 3 horas.

Nota: Recuerde justificar adecuadamente sus argumentos. Si estd usando resultados conocidos, indiquelo claramente.



