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P.1. (a) (2 pts.) Demuestre que la funcién f(z) = e” cos(x) + 1 tiene infinitas raices reales positivas.
Ind: conviene evaluar la funcion en los puntos de la forma nm, n € N.

Solucién: Siz = nm, se tiene que f(z) = e""(—1)" + 1. Asi, si n es par, f(n7) >0
.

Por lo tanto ¥n € N, la funcién tiene un cambio de signo estricto entre nmy (n + 1)7.
]

0.4p
S. - , — 1 _ pnm < 0
Sin es impar f(nm) e 0.4p
0.2p

Cémo f es continua en [nm, (n + 1)7], por algebra de funciones continuas,...
®

0.5p
en virtud del teorema de Bolzano o de las raices, existe Z,, € (nm, (n + 1)) tal que f(z,) = 0. e
[ -9p
Cémo lo anterior es valido Vn € N, se deduce que las raices de f son infinitas. 55
° <P

(b) (2 pts.) Sea g una funcién continua en [a,b], donde a < b, y tal que
0<g(x) Vz € a,b.

Demuestre que existe £ > 0 tal que
k< g(z) Vx € [a,b].

Ind: piense en el acotamiento de g.

Solucién: Cémo g es continua en el cerrado y acotado [a, b], alcanza su minimo (y también su maximo)
en [a, b].
o

ﬁ

5p

Es decir, existe T € [a, ] tal que
9(7) < g(z) Va € [a,b].
® 0.5p
[1.0p)

Pero g(z) > 0, por lo tanto, tomando k = g(Z)/2 se tiene que k > 0 y satisface lo pedido.
°
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(c) (2 pts.) Demuestre, usando la definicidn, que la funcién h(xz) = v/3x + 6 es uniformemente continua
en [1,00).

Solucion:

PDQ : Ve >0, 36 > 0, V1,25 € [1,00)|]z1 — 22| <6 = \/3301—1-6—\/33:2—1-6‘ Ss}




&

Sabemos que si |z — 23| < §:

3 1 — T2 1 — X2 )
V321 + 6 — 322 1 6| = | | s’ |§—
\/3I1+6+\/3$2—|—6 2 2

[Se pueden hacer otros acotamientos permitidos, como por ejemplo 3§ al acotar el denominador por 1]

Por lo tanto, si se toma § = 2¢ se obtiene el resultado pedido.
°

P.2. Considere la funcidn

flz) = iﬂﬁ—l;f) siz e (—1,0)U(0,1)
-1 siz=20

(a) (3 pts.) Demuestre que f es continua y derivable en z = 0.

Solucién: Basta con probar que f es derivable en T = 0, ya que derivable implica continua.

®
Veamos:
T + 1 In(1 — A) + In(1 + h) In(1 — £?)
"0) = lim 22U+ - Ty — — lim —— "/
FO) = lim ==y no0  hin(L+h) no0 AIn(1 + h)
In(1 — h?%)
_ ol
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h
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Esto prueba que f es derivable en 2 =0y que f'(0) = —1.

(b) (2 pts.) Calcule f'(z) para z € (—1,0) U (0,1).

Solucién: Para z € (—1,0) U (0, 1) se tiene que

—1 1
/  (In(l—2) /_1_%‘ln(l—i-x)—ln(l—ac)-1ij
Jlw) = (ln(l—i—m)) B

In®(1 + )

[0.5=cuociente + 0.5%2=In"+0.5 cadena:(1 — z)’ = —1]
{

Es decir:
(14+2z)In(l1+2z)+ (1 —2)n(l —2)

fl(a)=- (1—x2)ln2(1+x)

{2.0pt

(c) (1 pt.) Escriba explicitamente cudl limite se debe calcular (no lo calcule, ya que no hay tiempo), y

cuanto deberia valer para concluir que f’ es continua en 7 = 0.



Solucion: Se debe calcular el limite:

. ] o . -
limy f(z) = limy

(1+z)ln(l1+2)+(1—2)n(l —2)

(1—22)1n*(1 + 2)

que debe ser igual a

{O.Spt

Ind: en todo este problema puede ser dtil recordar que lim

In(1+h) I
h—0 h Tl —p2

In(1 — h?%)

=1

{O.Spt



