
Pauta Tarea 3

Veremos 2 formas alternativas de resolver este problema:

I. Teoremas del seno y coseno

Sean a
,
b
,
C los lados opuestos a los ángulos ×, P , y ,

respectivamente .

Por el teorema del seno
,
se tiene que

senza = serif = Self ⇒ sen✗
=

g- Seng , senp= f- Seng

⇒ senxtsenp = Senj (atb)

> 1.Opt.

Además
, por

el teorema del coseno se tiene que

eí= bata_zbccosx ⇒ cosa = batí-a-
Ibc

ti= oí+ E-zaccosp ⇒ cosp = arte- b-
Zac

⇒ cosxtcosp =L (bata-oí+ arriba )b a

> 1.0 pt.

Con lo anterior en cuenta
,
entonces

Seng = senxtsenp ⇒ senz =
SEA la+ b)

cosa + cosp cosxtcosp

⇒ cosa+ cosp = f- Catb)

⇒⇐ (b-+creí + a-+i- ba ) = f- (atb)b a

⇒ a(batata) + bleító- 5) = zablatb)



⇒ cícatb) - las+B) = abcatb)

⇒ (atb) (E- a-+ ab- 5)= abcatb)

⇒ ca -á- b- ⇒

⇒ c-= a-+ ti

> 2.0pts.

Si a partir de esto argumentan que el triángulo esrectánguloy concluyen , dar 1.0 pt .

Pero por el teorema del coseno E-a-+5-2abcosy . Por lo
tanto

,

Pnabcosy=D

⇒
cosy =O

> 1.Opt.

Como geco , IT) , entonces lo anterior nos dice que f-II2
> 1.Opt.

No es estrictamente necesario que digan que ge CQIT) .

I. Identidades trigonométricas
Usando las identidades

D senttsenp = 2senEP) cos (¥)
2) cosa + cosp = 2 cos (Ff) cos(%-)

y el
hecho de

que
al estar en un triángulo , ✗ , pelo , IT) y

por lo tanto IX
- PI 12 C- [0

,%) , luego nos (E) -1-0 .

> 0.5pts.

Por mencionar que nos# =/ O para poder simplificarlo
después .

Además
,
✗+pty = IT , por lo tanto ✗+ f- IT

-

z , y con esto

seng = senxtsenp ⇒ sexy =
2Senki) Cos (%)

cosa + cosp 205K¥)cos (¥)

⇒ seny = seuFI)
cos (%-)



⇒ seny = sen (E)
ios (7) - sen(Ílcos(E)

cos (E)+ sen(E)agente)

⇒ Seng =
costa
senza

> 2.5pts .

Ahora usando el seno del ángulo doble para el ángulo 0=1 ,entonces
⇒ 2.senocaso= cigso

Como geco , IT) , entonces OECO
,
%) y con esto

,
seno -1-0 y

caso -1-0
. Luego,

⇒ coso Caserío -1)= O
> 1.0 pt.

⇒ 2serio=L

⇒ seno= E-

⇒a-¥
⇒ y =#

2

> 2.0pts.



a) e) Veamos
que

S tiene supremo :

como Tto , entonces existe tet. Luego como ltxes
,
✗Et

,
entonces S es acotado superiormente .

Por el axioma del supremo, como S es no vacío yacotadosuperiormente, entonces S tiene supremo.
> 0.5pts.

a) Veamos que
T tiene ínfimo .

Análogo a lo anterior
,
como 5-1-01 entonces existe ses

.

Luego como SEY ltyet , entonces T es acotado inferiormente .

Por el axioma del supremo, como T es no vacío yacotadoinferiormente, entonces T tiene ínfimo .

- 0.5pts .

3) Probaremos que supSE inft.

Dado que
ltxes

, VJET, ✗ Ey , entonces todo yet es cota

superior de S.

Como el supremo es la menor de tales cotas
(para toda cota sup . a

,
se tiene que sups < a), se tiene que sups Ey ,

para cualquier get.

Lo anterior nos dice que sups es una cota inferior
para T.

Como el Ínfimo es la
mayor

de las cotas inferiores
Cie para toda cota inf. i , icinft), entonces se concluye que

sup SE inft.
> 1.Opt.

Esta última parte también se puede demostrar porcontradicción
,
tomando r tal que inflar

< sups y llegando a

que
existen ✗☐

ES
, g.ET tales que ✗o >yo

(contradicción)
.



b) Se puede resolver de 2 formas distintas :

I. Usando la parte (a)

Definamos 5- {a} , F- { btce : E> o } = ( b, a)
> 1.Opt.

Notemos
que

:

• 5-1-01 , ya que eres
• T-1-0 , ya que

btLET
.

• HE>0
,
acbtce

.
Esto implica que YXES, ltyet, ✗ Ey .

Por lo visto en la parte anterior, se tiene que

a- sup SE inft- b
> 1.Opt.

I. Forma directa

Sea AEIR el conjunto definido por A = {XEIR : HE>0
,
✗< b.te} .

Notemos que A -1-8, ya que a
,
BEA

.

Además A es acotado
superiormente, ya que ✗ c-A⇒ TE>0

,
✗ < b.+E

, luego fijando E

(por ejemplo E- 1) tenemos una cota superior.

Como A es no vacío y
acotado superiormente , entonces

tiene supremo . Veremos que sup AEB.

> 0.5pts .

Por definir el conjunto y mostrar que tiene supremo .

Por contradicción
, supongamos que sup A

> b
,
o sea sup A

- b>0
.

Luego por la propiedad arquimediana, existe ne /N tal que
supA

- b > f-
> 0.5pts.

Entonces
,
existe E- % >0 (fijo) tal que sup A

> BTE
, pero

como b. +E- es una cota superior esto es una contradicción (
ya

que
el supremo es la menor de las cotas)

. →E-

Por lo tanto se tiene que sup Asb.

Como AEA
,
entonces AESNPA , y finalmente se concluye

que
acabe

. > 1.0 pt.

Hay varias formas de demostrar lo anterior
,
incluso algunas que

no usan supremo. Si la demostración es consistente
, asignar todo el

puntaje .



c) En primer lugar veremos que nzo.
Esto porque de lo contrario

,

no existe meta tal que mcón Vd>o
, ya que

el conjunto
{ ón : ó> 1} = C- no

,
n) no es acotado inferiormente .

Esta parte es general y muy importante, independiente del
método que utilicen .

Notar que si no,
entonces ón-0

, y si se cumple la propiedad
que ó>1⇒ meón -0

,
entonces es directo que

me n-0.

> 0.5pts.

Para n = O también se podría definir F- {o} y usar la parte
(a)
,
lo
que es equivalente .

Con esto en cuenta
,
nuevamente podemos resolver de 2¥

formas distintas para n> 0 :

I. Usando la parte (a)

Definamos 5- {m} , F- {dn : ó> 1}
= (n , a)

> 0.5pts.

Notemos
que

:

• 5-1-01 , ya que mes
• T-1-0 , ya que 2h ET.
• ltd>1

,
mcdn

.
Esto implica que ltxes, ltyet, ✗ Ey .

Por lo visto en la parte (a) , se tiene que

a- sup SE inflan
> 1.Opt.

I. Forma directa

Sea AEIR el conjunto definido por A = {✗EIR : tú>1
,
✗< dn }

.

Notemos que A#$, ya que MMEA .

Además A es acotado
superiormente, ya que ✗ c-A⇒ td>1

,
✗ < dn

, luego fijando d
(por ejemplo ⇐ 2) tenemos una cota superior.

Como A es no vacío y
acotado superiormente , entonces

tiene supremo . Veremos que sup A En .

> 0.5pts.

Por definir el conjunto y mostrar que tiene supremo .



Supongamos que M¥0 .
Por contradicción

, supongamos que
sup A

> n
, luego

sup A > n ⇒ sup A > 1
n

⇒ sup A -1>0
n

⇒ ZKEIN tal que SUPNA -1>¥

⇒ 3-F-1+1 tal que sopa > d-
n

⇒7J tal que sopa > d-n

Pero como dijimos antes esto es una contradicción con el

supremo, ya que
Jn es cota superior. →←

Por lo tanto se tiene que sup Asn .

Como MEA
,
entonces MESNPA , y finalmente se concluye

que Men.
> 1.0pts

* Otro método es usar que
d>1 ⇒ F- 1+5

,
E>O

, luego dn- ntncé
, y

tomando E-NE >O
,
se puede usar la parte (b)

.



a) Probaremos el crecimiento por inducción sobre n .

• CASO BASE : M=L

C> o ⇒ Te > o ⇒ otra> c ⇒ ctc > c

como les =EL Ct C = aa ,
se cumple el caso base .

• Supongamos que para NEIN
,
se tiene que Qn < anti . PDQ aun < aun.

an < Ann ⇒ ctan < c + antes⇒ ctlln < Ctanta ⇒ Ann < lenta .

Entonces por inducción se tiene que VTNEIN
,
an< Ann . Esto es

,

la sucesión {an} es creciente (estricta)
.

> 1.5pts.
Dar 0.5 por

el caso base y 1 por el paso inductivo .

b) Dada 2=1+1+40
,
entonces

2

22=1+21+4+1 +4C
=
211+1+4c) +C = 1+1+40 + C

4 4 2

=L + c
> 1.5pts.



c) Nuevamente hacemos inducción sobre n
.

Notemos que
L>0

, y además de la parte anterior se
tiene que

↳ = ctl⇒ <= ctl
.

• Caso base : PDQ a.EL .

L>o ⇒ <+c >c ⇒ VEE >Te⇒ L > a,

• Supongamos que para algún n, anEL . PDQ ante EL

an EL ⇒ ctan E ctl ⇒ ctan E ctl ⇒ ante EL

con lo cual queda demostrado que anEL
,
ltne /N

.
Es

decir
,
{an} es acotada superiormente por L .

> 1.5pts .
Dar 0.5 por

el caso base y 1 por el paso inductivo .

d) En primer lugar, como {an} es creciente y
acotada

superiormente
,
entonces por el teorema de las sucesionesmonótonas{an} converge . > 0.5pts.

Como an >O lfn y es creciente
,
entonces ⇐ him an > 0.

Por álgebra de límites, usando que si {Sn} >o converge a S>O
,

entonces la sucesión {En } converge a Fs >0 .
Además

,
se tiene que

LTKEIN
,
lím Snm = Km Sn y ltzeIR

, Liza fsn + Z) = Stz .

n→ no n→ no

> 0.5pts.

Con todo lo anterior
,
tenemos que

Ann = ctan ⇒ Lim Ann = Limn-sa.hn/-Cn-soo

⇒ Ying Ann = Eso canto)

⇒ Lim Ann = Liman +C
n-soo n-no

⇒ a = atc

⇒ azote

⇒ a
'
-a- c =O

⇒ a= 1 ± 1+40
2

> 0.5pts.



Ahora bien
,
como sabemos que a> O entonces se descarta la

opción con el signo menos Cya que 1+4es 1 y por lo tanto
"

a
" sería

negativo).

Por lo tanto concluimos
que

Lim an = 1+1+40 =L
n-no 2

> 0.5


