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P1. (a) (3 pt) Encuentre la solucion de la EDO usando transformada de Laplace:
Y'+y=0r— b, y(07) =0, y'(07) =1,

donde 6, denota la masa de Dirac en t = a. Determine de forma explicita la formula
para y(t) en los intervalos [0, 7), [m,27) y [27, 00).

Aplicamos transformada a la ecuacion:

Ly +y}(s) = L{0x}(s) = L{d2r}(5)
S"L{y} (s) =1+ L{y}(s) = L{0x}(s) — L{02x} (s)

— TS _ e—27rs

— (P2+DL{y}(s) = 1+e ™ —e 27
1 e~ T8 6—271'3

L) = Fataerr #71 <ot

Si hay un error de calculo, o al evaluar la condicién inicial en la transformada,
solo otorgar 0.5 pt

Sabemos que:

Por lo tanto:

—TS

S = L{HE-msin-m}(6s) (025 pt
% = L{H(t—2n)sin(t —2m)}(s) < [0.25 pt]

Si se olvidan de incluir H(t — ) y H(t — 2m), solo dar 0,2 pt en total.

Como:

sin(t —7) = sin(t) cos(—m) + cos(t) sin(—m)
= sin(t) - (—1) 4+ cos(t) - 0
= —sin(t) < (0.1 pt]
y ademas:
sin(t —2m) = sin(t) <« [0.1 pt]




Con ello:
y(t) = sin(t) + H(t — ) sin(t — 7) — H(t — 2m) sin(t — 2m)

que también se puede escribir como:

y(t) = sin(t) + H(t — 7)(—sin(t)) — H(t — 2m)sin(t) < (0.3 pt]
Ast:
sin ¢ sitel0,m)
y(t) =< sint —sint =0 site[m2m) + [1 pt]
sint —sint —sint = —sint sit € 27, 00)

Bajar 0.3 pt por error en algtin intervalo.

(b) (3 pt) Use transformada de Laplace para resolver la ecuacion integro-diferencial:

y =sin(t) + /0 y(t —r)cos(r)dr, y(0T) =0.

Solucion

%(t) = sin(t) + /0 y(t —r)cos(r)dr, y(0T) =0

Aplicando la Transformada de Laplace a ambos lados de la EDO se obtiene:
d t
c {d—lt’(t)} (5) = L {sin(t) + /0 F(t — 7) cos(r) dr} (s)
= L{sin(t)}(s)+ L {/t f(t—r)cos(r) dr} (s) <« 0.1 pt]
0

Calculando la transformada de Laplace de cada término:

+ £{ L0} ) =s£ 0} () O =L O} () 02

= £ {sin(0)} (5) = 1+ - 02 p]

Usando el Teorema de Convolucion:
¢
— L {/0 y(t — ) cos(r) dr} (s) = LA{yt)}(s)L{cos(t)} (s)

= LM} g

« [0.5 pt]

Luego, sustituyendo

1 S

sLOs) = 7+ LWOa7 101 pts




Agrupando términos:

[s SQil]E{y(t)}(s) = 207 <- +0.4 pts
S 52 — S
oo = g <v0sps
s3 1
mﬁ{y(t)}(s) = 211 <-+ 0.3 pts

L{y®)} (s) = 813 C[L5pt] <+ 04 pts

2 2
Pero se tiene £ {t*} (s) = 211 = 3 = 127 (2/sN2+1))

Luego, aplicando la antitransformada de Laplace se obtiene

t2
~ 0= 5. GEER <+ 03

<- +0.2



P2. Considere el sistema lineal de primer orden z'(t) = Ax(t) para

-1 1 -1
A= 1 -1 1
-1 1 -1

Indicacion: el determinante de una matriz de 3x3 estd dado en términos de determinantes
de submatrices de 2x2 por:

!
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)
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g

> 0o o

c
fl=a
7

(a) (1 pt) Deduzca que el polinomio caracteristico de A esta dado por
p(A) = det(A — \) = =A% — 3)?

y a partir de esto determine los valores propios de A y sus multiplicidades algebraicas.

Solucién

—il — A 1 —il
p(A) = det 1 —1-A 1
=i 1 —1-A
= (-1=N[(-1=-A)?=1] =1[(=1=)) = (=1)]
—1[1—(=1)(-1=X)]
(=1=X)[A+XN2 =1+ A+ [-1+1+)]
= (m1=-N[A+2-DA+A+1)]+2A
= (=1=XMA2+A)+2X
= A(-1=X)(2+ X)) +2]
= A=A -3x-2+2]

= —X3-3)X2 < [0.5pt]
Luego,
p(N) = =X*(A+3)
y las raices de p()\) son los valores propios de A:

A= -3 = multiplicidad 1
A=0 = multiplicidad 2

- +0.2 por dar las soluciones

+0.3 por decir multiplicidade
Descontar 0.2 pts si no se indica la multiplicidad 2 de A = 0.

)




(b) (2 pt) Encuentre los vectores propios de A y las dimensiones de los subespacios propios
asociados. jPor qué la matriz A es diagonalizable?

Solucion

Calculo de vectores propios:
Valor propio A; = —3.
Como —1+ 3 =2 el sistema (A — A\ I)v; = 0 queda

2 1 -1 T 0
1 2 1 m | =] 0 A_O\ib
-1 1 2 T3 0

Hay dos ecuaciones linealmente independientes:

201 +ax0 —x3 = 0
r1+2x9+23 = 0

Combinando ambas y despejando z9 y x3 en términos de z;:

3x1+3x2 = 0= 29 =—127
T3 = 221 +x90=>12x3=211 —T1 =X — —\—0\?7
Y tomando por ejemplo z1 = 1 se obtiene z9 = —x1 = —1y 23 = 1 = 1, por
lo que el subespacio propio asociado a A\| = —3 es:
1
V1 € < =1 > </‘ +O\'Z’
1

Nota: Sirve cualquier vector que sea colineal con el entregado en la pauta.
Dimension del espacio propio: 1 <— [0.2 pt|

Valor propio A9 = 0.
Como —1 — 0 = —1 el sistema (A — A\11)vs = 0 queda

1 1 -1 T 0 F0, v
1 -1 1 z | = 0
1 1 -1 T3 0

Vemos que las dos tltimas filas de la matriz son l.d. con la primera, asi que la
dimension del

-1 1 -1

Ker 1 -1 1 es 2

-1 1 -1
Nota: Lo mismo se puede argumentar mencionando que la dimension del
subespacio nulo (propio) es igual a la multiplicidad del valor propio, si se asume
que la matriz es diagonalizable. A esto se le asigna puntaje més abajo.

Encontramos los vectores propios resolviendo:

—x1+x0—23 = 0
= X3 = —I1 + X9




Si se toma z1 = 0 y 29 = 1 se obtiene 3 = 1, si se toma x1 = 1 y 2 = 0 se
obtiene x3 = —1. Con esto se obtiene el vector propio en el subespacio: 1

L 40,2

0 1
v2€<1, 0><—‘\'O\Q_,

1 -1

Si solo se encuentra 1 vector propio dar 0.7 pts.

Nota: En la eleccion de x1 y x2 se puede tomar dos valores cualesquiera de
(21, x2) con los que se calcule x3, tales que, se obtenga dos vectores propios L.i.
Asimismo, este procedimiento se puede realizar escogiendo valores de (z1, z3)
para calcular zo o valores de (x3, x3) para calcular x;.

Y la dimensién del subespacio propio asociado:

dimker(A—-0-1)=2 Yo v

La matriz A es diagonalizable, pues tenemos 3 vectores propios l.i. También se
puede obtener a priori que la matriz es diagonalizable si se hace la observacion
de que es simétrica o normal. + 0,0

(c) (1 pt) Sea U = {x : R — R? | z es soluciéon de 2’ = Ax} el espacio vectorial de las
soluciones del sistema. Determine una base de U.

Solucion

Base de soluciones de x’ = Ax:

1 0 1
6—3t -1 60-t 1 60~t
1 1 —1
1 0 1
= Base: <6_3lt -1, 11, 0 > «— [1 pt]
1 1 —1

Esta es la base del espacio de soluciones, pues en t = 0 son l.i.

Notas: a) Solo deben encontrar la base, no justificar, eso lo vimos en clases.

b) Es igualmente valido encontrar la base de soluciones usando que x(t) =
exp(At)x, = Pexp(Dt)P~!x, y que X, es cualquiera (luego también puede
escribir x(t) = exp(At)x, = Pexp(Dt)c) , para luego identificar el conjunto
fundamental de soluciones.

c) Si falta una soluciéon descontar 0.4 pt




(d) (1 pt) Determine V' C U, el subespacio de todas las soluciones del sistema que conver-
gen a 0 cuando ¢t — oo e indique su dimensién.

Solucion

Si.es solucion de x’ = Ax, entonces:

X(t)
X(t) 1 0 1
‘ = Cle_3t —1]+C (1] +C3] O
1 1 —1

Observamos que y(t) converge cuando ¢t — 0o

X(t) 0 0 1
@» — (0]|+C 1] +C3( 0O + 0.4 pt]
t—00 0 1 _j

Por lo tanto:

. 0 0 1 0
& t—) 0 & Cy|1|+C5| 0 | ={0
7 \o 1 -1 0
0 1
Como los vectores [ 1] y | 0 | sonli, = Cy=C3=0 <« [0.4 pt]
1 —1
1
X(t
Asi: &: Cre=3t [ -1

1
V= <e_3t -1 > tiene dimension 1 < [0.2 pt]
1

(e) (1 pt) Determine W C U, el subespacio de todas las soluciones del sistema que son
constantes en t e indique su dimension.

Solucion

1 0 1
y(t) = 016’_3t —1|+C 1] +Cs 0
1 1 —1

Es constante & C1 =0 <|[0.6 pt]

0 1 0 1
=W=<Cy (1] +C5 0 C1,C5 € R =< 1], 0 >
1 —1 1

por lo que tiene dimension 2 <—[0.4 pt]




P3. Considere la ecuacion diferencial

'y
dat

@ - =1 wepa (@)
x)——(r)=1 =z , 1],
dx?
que modela la deformaciéon y(z) de una viga con una rigidez constante, y sometida a una
fuerza externa (lado derecho de la EDO) constante y unitaria, como se muestra en la figura

siguiente:

M e L

0 x 1/ 1

y con condiciones de borde dadas por:

2 2
y(0) = y(1) =0, %(0) = %(1) =0.

Se desea encontrar la deformacion y(z) de la viga para x € [0, 1]. Para ello supondremos
d3y

723 (0) son conocidas.
x

d
que las constantes a = d—y(O), b=
x

(a) (1.5 pt) Usando fracciones parciales, pruebe que

_ 1 .
E 1{32@2—1)} zsmh(ac)—a:.

1 1
s2(s2-1)  s%(s+1)(s—1)
A+ Bs C D
B 52 +s+1+s—1 (02 pts)
 (A+Bs)(s*—1)+C-s*(s—1)+D-s*(s+1)
B s2(s2 —1)
_ $(B+C+D)+s*(A—C+D)+s(—B)+(—A)
B s2(s?2—1)

= s3(B+C+D)+s*(A-C+D)+s(-B)+(-A—-1)=0 (0,2 pts)

Por independencia lineal de las funciones base de los polinomios:




B+C+D = 0
A-C+D 0
—-B 0
—A = 1 (0,2 pts)
Resolviendo:
1 1
A=-1, B=0, C=—=, D== (0,2pts)
2 2
Entonces:
1 1 1 1 1 1

s2(s2 —1) s 2 5+1+§'s—1

Analizando los diferentes términos de las fracciones parciales:

;_21 = L{-z}(s) (0,1 pts)
11 1.7 = ;
o = e Oy

Luego:

e e I JORS B IORV2 R0

= [ {—a: - %(e"” - ez)} (s)
= L{sinh(z) —z}(s) (0,2 pts)

Por el teorema de Lerch: (No es necesario mencionar el Teorema de Lerch, ya
que se vi6 en catedra.)

1
s2(s2 —1)

Si se realiza este ejercicio sin utilizar fracciones parciales que es el método que
se quiere evaluar, solo otorgar un maximo de 0.5 pts.

Nota: En la pauta, sisteméticamente se opté por buscar la funciéon de z cu-
ya transformada de Laplace es igual la componente de la descomposicion en
fracciones parciales. De manera equivalente, se podria optar por tomar la anti-
transformada de las fracciones parciales y determinar — por ejemplo, usando la
tabla de transformadas — cual es la anti-transformada de cada componente de
la descomposicion en fracciones parciales.

= £t { } = sinh(z) —z (0,2 pts)




(b) (1 pt) Usando el Teorema de Convolucion, pruebe que

-1 1 - 2?2
L {53(52 O~ cosh(z) 5

Solucion

1 1 1 (0.1 pts)
= — S
$3(s2—=1) s s%(s2-1) o P

Pero %:5{1}(3) (0,1 pts)

32(321 0 L {sinh(z) —z}(s) < de parte (a)
= ﬁ = L {1} (s) - L{sinh(z) — z} (s)
usando el Teorema de Convolucion
1 .
= m = L {1 * (sinh(z) —x)} (s) (0,1 pts)

donde * denota el producto de convolucién

1 % (sinh(z) — x) = /Om(sinh(f) —¢)-1d¢ (0,1 pts)

T

= [ sinn(e) - e = [cosho:) - %]

0
72
= cosh(z) — - = cosh(0) + 0
Lo, o
Pero cosh(0) = 5(6 +e)=1
2 2
2
= 1% (sinh(x) — z) = cosh(z) — % — 1 = cosh(x) — i ;_ (0,3 pts)

x2 42
2

= ;) = /L {cosh(x) -

s3(s2 — 1

o 10

Por el teorema de Lerch: (No es necesario mencionar el Teorema de Lerch, ya
que se vi6 en catedra.)

1 x2+2

~ & sgtg} -

Si se realiza este ejercicio sin utilizar el Teorema de Convolucién que es el método
que se quiere evaluar, solo otorgar un maximo de 0.5 pt

(0,2 pts)




(c¢) (1.5 pt) Encuentre la transformada de Laplace de la solucion y(z) de (E) en funcién
de ayb.

Soluciéon

Para despejar £{y(z)} (s) aplicamos transformada de Laplace a la EDO:

d'y(z)  dPy(x)
dxt dxz?

c{ LU ) - { T (= L ap) 03019

Analizando los términos, sea Y (s) = L{y(z)} (s):

. a0
L {ddygf4 ) } (s) = 54Y(5) — $3y(0) — s%/(0) — sy (0) — y(3) (0)

=1 / aplicar L{-} (s)

con y(0) =0, ¥'(0)=a, ¥"(0)=0, y30)=0b

Ay (x
=L {ddyx(4 ) } (5) = sV (s) —as®> —b (0,3 pts)

2y(x
{8 () = ¥ () - 0 -y O =Y () =0 (02519
L{1}(s) = % (0,1 pts)
Reemplazando:
sV (s) —as® —b—s*Y(s)+a= % <-0,1 pts

1 a b
éY(s)Zmﬁ-s—Q-i-m - <- 0.1 pts

Nota: Cualquier forma que utilice transformada de Laplace para llegar al resul-
tado correcto es aceptada, y se debe asignar todo el puntaje. Cualquier resultado
algebraicamente equivalente también es aceptado y se debe asignar todo el pun-
taje.




(d) (1 pt) A partir de lo anterior, calcule por antitransformada la deformacion y(x) en
funcién de a y de b.

Solucion

y(z) = L7H{Y (s)}

_ -1 1 o b :
=L {53(52 -1) + 52 + s2(s2 —1) (0.1 pts)

Si no se explicita la expresion anterior y sélo se explicita la expresion siguiente,
asignar 0,2 pts a la siguiente.

R P () TR R

de la tabla: £~ {%} =z (0,2 pts)
s
de (a): £ - inh(z) —x (0,2 pts)
e (a): A(Z 1) =sinh(z) —z (0,2 pts
- 1 B 2?42
de (b): L {—33(52 [~ cosh(z) (0,2 pts)
z° +2 :
= |y(x) = cosh(x) — 5 +a-z+b- (sinh(x) —x)| (0,2 pts)

(e) (1 pt) Explique como calcular las constantes a y b y encuéntrelas explicitamente.

Solucion

Para calcular las constantes a y b se usan las condiciones de borde en z = 1:

y(1)=0 A ¢'(1)=0 (0,2 pts)

y(1) = cosh(l) — 1%2 + a + b(sinh(1) — 1)

= cosh(1) — g +a+b(sinh(1) —1) =0 (0,2 pts)

Necesitamos 3" (z):

242

Y (xz) = % (cosh(:v) - + az + b(sinh(x) — 33))

= sinh(z) — x 4+ a + b(cosh(z) — 1)
=4 (z) = cosh(z) — 1+ bsinh(z) (0,2 pts)




Aplicando la condicién de borde:

_ 1 —cosh(1)

W = — i = =
y"(1) = cosh(1) — 1 4+ bsinh(1) =0=|b sinh(1) (0,2 pts)

Reemplazando en y(1) = 0:

a= g — cosh(1) — b(sinh(1) — 1)

1 — cosh(1)

oy ()= 1)) (012 i)

=la= g —cosh(1) —

Nota: No es necesario expresar el resultado en funcién de cosh y sinh, ya que
para la evaluacion de las condiciones de borde, el/la estudiante las podria haber
expandido usando la funciéon exponencial (segtn la indicacion en el enunciado).




