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MA1101: Introduccién al Algebra

Tarea 8

Se entrega P2 b) y P3 b).
P1.
a) Para b # 0 real fijo, calcular

b) Demuestre que

donde n,j € N.

¢) Demuestre sin usar induccién que

P2. Sean Aj, Ag, ..., A, conjuntos finitos.

a) Demuestre que |[JI; A;| <30, |4

b) Demuestre que ||J;_; A;] = Y i, |A;| sis6lo si para todo 4,5 € {1,...,n}, coni # j, se tiene A;NA; = 0.
Solucién:
(«<=) Procederemos por induccién sobre n € N. En clases hemos probado (ver proposicién 7.5) que
el resultado vale para n = 2. Supongamos que se verifica que para n € N. Notemos que U?;ll A; =
Ul 4;UA, 41, y como A; N A; = () podemos asegurar que los conjuntos | J!-; A; y A,41 son disjuntos.
Usando nuevamente la proposicién 7.5 obtenemos que

n+1 n
U 4 = 4i| + [Ansal-
i=1 i=1
Mediante la hipfesis de induccién se concluye que
n+1 n+1

U A
i=1

Por lo tanto el resultado vale para n € N.

(=) Basta analizar el caso para dos conjuntos ya que se puede extender por inducifon al caso de n
conjuntos. Supongamos que A; y Ay son dos conjuntos finitos que verifican |4y U Ag] = |A1| + |As].
Recordemos que la proposicion 7.7 del apunte nos asegura que para un par de conjuntos finitos se tiene
|A1 U As| = |A1] + |A1] — |JA N Ag|. Por nuestra hipétesis debe ocurrir que |4y N Ag| = 0. Esto nos dice
que A1 N Ay = 0, en virtud de la proposicién 7.2 del apunte, verificando el resultado.

¢) Demuestre que [{25L |i € N,0 <i < 2" n e {9,10}}] =28 +2°.

P3. a) Demuestre que M :={A C Q| |A| = 2} es numerable.

b) Sea A un conjunto y f: A — N una funcién. Pruebe que si para todo n € N el conjunto f~1({n}) es
numerable, entonces A es numerable.
Solucién: Notemos que

= Z |Ai| + Apt1 = Z A;.
i=1 i=1

A= r'dnd.

neN

Como los conjuntos f~'({n}) son numerables para cada n € N, y la unién numerable de conjuntos
numerables es un conjunto numerable, podemos concluir que A es un conjunto numerable.



