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MA1101: Introduccién al Algebra

Tarea 12

P1. Sean wg,wq,...,w,—1 € C las raices n—ésimas de la unidad.

a) Pruebe que Z;L;()l(wj)k =0 para todo k € {1,2,...,n — 1}.

Solucién: Sabemos que las raices n—ésimas de la unidad estan dadas por w; = e?mi/" para j €
{0,1,...,m — 1}. Notemos que w; = (e?>7/™)7 = w]. Luego,
n—1 n—1 n—1
(w;) = (w])* = (wi).
j=1 j=1 j=1
k

Ya que esta tltima sumatoria es del tipo geométrica, y usando que (wf)” = 1y que w¥ # 1 para todo
ke{l1,2,...,n— 1}, obtenemos

n—1

1 — (wk)»
Syt = L g
i=1

para todo k € {1,2,...,n — 1}.
b) Definiendo el polinomio P(z) = >, axz” € Clz], para m € {1,...,n — 1}. Pruebe que

n—1

=3 P(wy) = P(0),

=0

(Puede usar el {tem anterior).
Solucién: Notemos que al evaluar el polinomio P en w; obtenemos

n—1 n—1 m
> Pw) =Y ap(w))*.
=0 =0 k=0

n—1 m n—1
k
Do Plw) =Y ar Y (wy). (1)
j=0 k=0 ;=0
El {tem anterior nos dice que para k € {1,2,...,n — 1} la suma Z;:Ol (w;)* es cero, por lo que sélo
sobrevive el término k£ = 0 en (1). Asi,
n—1 n—1
> Plw;) =ao | Y (w;)° | = aon. (2)
§=0 3=0

Como P(0) = ay, €l resultado se sigue de (2).

P2. Consideremos el anillo A[z] C R[z](no es necesario probar que es anillo), para la suma y producto usual de
polinomios, definido por A[z] := {P(x) € R[z] | P(1) = 0}. Pruebe que P € Alz] si y s6lo si existe Q € R[z]
tal que P(z) = (z — 1)Q(x).
Solucién:
(=) Si P € Alx], entonces x = 1 es raiz de P. Luego z — 1 divide a P, es decir, existe @ € R[z] tal que
P(z) = (x — 1)Q(z). Esto prueba la implicancia.
(«<=) Si tenemos P(z) = (x — 1)Q(z) con Q € R[x], entonces se sigue que P(1) = 0y por tanto P € Alx].
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P3. Calcular las constantes a, 3 € C, tales que al dividir el polinomio P(z) = ax* — 2% + 22 + 10z — 2a por
Q(z) =x—1, el resto es R(xz) = 3 y el cuociente es un polinomio G(z) que verifica G(2) = 21. (Corresponde
a materia de la semana 14)

P4. Sea P € C[z| dado por P(z) := ap + a1z + - - - + a,x™. Definamos Q € C[z] por Q(z) := P(ixz). Demuestre
que P = @, si y solo si, para cada k que no es multiplo de 4 se tiene que ay = 0.



