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MA1101: Introduccién al Algebra

Tarea 10

Se entrega P1 b), P2 b) y P3 ¢).

P1. Sea (G, *) un grupo no necesariamente abeliano, con neutro eq. Para a € G, se define la funcién f, : G — G
1

por fo(z) :==axxz*xa "
a) Verifique que f. = idg, y que para todo a,b € G se tiene fq.p = fo 0 fp, donde o representa la composicién
de funciones.

b) Demuestre que para todo a € G, la funcién f, define un isomorfismo de (G, *) en (G, x). Verifique que
f;l = fa‘l .
Solucién:

« Notemos que f, define un endomormismo en (G, ). Como a~! * a = eg para todo a € G, podemos
escribir para x,y € G, luego de usar la asociatividad de *, la siguiente igualdad a * x * y * a=! =
(axz)xeg*(yxat) = (axxxa"1)*(axy*a~'). Lo anterior nos dice que f,(z*y) = fa(2)* fu(y),
y por tanto f, es endomorfismo.

o Veamos ahora que f, es inyectiva. Para esto, consideremos z,y € G tales que f,(z) = f,(y). De la
definicién de f,, se tiene que x e y verifican axr*xa~! = a *y*a~'. Como los elementos a,a™' € G
son cancelables obtenemos x = y. Asi, f, es inyectiva.

o Por ltimo veamos que f, es sobreyectiva. Sea y € G y definamos x := a~! * y * a. Luego, x € G
verifica f,(x) = a* (a™! *yxa)*a~!. Asociando y usando que a xa™! = a~! x a = eg se sigue que
f(x) = y. Es decir, f, es epiyectiva.

o Los puntos anteriores nos aseguran que f, posee inversa, y nos piden verificar que dicha inversa esta
dada por f,-1. En efecto, para a € G tenemos que, segtn el item a), fo0fo-1 = fe, = idg = fo-10fa.
Por lo tanto, la inversa de f, es f,-1.

¢) Demuestre que el conjunto H(G) := {a € G | f, = idc} es un subgrupo de (G, *).
P2. Sea (G, *) un grupo abeliano y (Hi,*) y (Haz, ) dos subgrupos de (G, x).

a) Pruebe que el conjunto L := {hy * ho | hy € Hy y he € Ha} define un subgrupo de (G, *).

b) Pruebe que si Hy N Hy = {eg}, donde e es el neutro de G, entonces f(hi,hy) := hy x hy define
un isomorfismo entre (H; x Ha,A) y (L, %), donde la operacién A estd dada por (hy,k1)A(hg, k) =
(h1 * hQ, /4}1 * ]{,’2)

Solucién:

o Veamos que f define un morfismo. Sean (hy, k1), (ha, k2) € Hy x Hs. Luego,

f((h1, k1) A(h2, k2)) =f(h1 * ho, k1 * ko)
=(hy * ha) * (k1 * k2).

Como (G, *) es grupo abeliano, al asociar y conmutar adecuadamente, obtenemos f((hy, k1) A(ha, k2))
(h1 * k1) % (hg % k2) = f(h1,g,) * f(ha, k2). Por lo tanto f es morfismo.

e Veamos ahora que f es inyectiva. Sean (hy, k1), (he,ks) € Hy X Hy tales que f(hy, k1) = f(ha, k2).
Es decir, hy xky = ho*xko. Esto nos dice que, al operar h;l por la izquierda y por kl_l por la derecha,
y luego asociar, obtenemos h2_1 * hy = ko * kl_l € Hy N Hy. Ya que Hy N Hy = {eg}, se sigue que
h;l xhy =eqgy ko x* kfl =eq. Asi, hy = hy v k1 = k. Concluyendo que f es inyectiva.

e Para la epiyectividad, notemos que todo elemento de y € L es de la forma y = hy % hy con h; € Hy
y ha € Hy. Luego, para x := (hy,he) € Hy x Hy se verifica f(z) = hy * he = y. Por lo tanto f es
epiyectiva.

En resumen f define un isomorfismo entre (Hy x Ha, A) y (L, *).

P3. Si (A, +,") es un anillo tal que x - © = x para todo = € A. Pruebe que
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a) x = —x para todo x € A.
b) (A,+,-) es un anillo conmutativo.

¢) (x-y) (x+y) =0 para todo z,y € A.
Solucién:
Denotemos z := (z - y) - (z + y). Sabemos que la operacién - distribuye sobre 4+ ya que estamos sobre
un anillo. Asf, z = (z-y) -+ (z-y) - y. Ahora, usando la asociatividad y que segiin el {tem b) el anillo
es conmutativo, podemos escribir z = (- x) -y + x - (y - y). Por hipotesis se sigue que z = x -y + - y.
Usando el item a) tenemos que x -y = —(x - y). Asi, concluimos que z = 0.

P4. Sea (A, +,-) un anillo, diremos que un subconjunto I C A es un ideal de A si verifica que (I, +) es un subgrupo
de (A,+) y ademéds para todoa € AybeIsetienequea-belyb-acl.
Supongamos que A es un anillo con unidad 1 € A y que I C A es un ideal de A.
a) Pruebe que si 1 € I, entonces I = A.

b) Pruebe que si existe x € I invertible para - en A, entonces I = A.



