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P1.-
Parte A
Considere la ecuacién diferencial

v (2® +y*)y —z =0, (1)

1. (1 pts.) Utilizando sustitucién
=2+ (2)

en (1), demuestre que se obtiene la siguiente EDO en la variable z

2= <§+2>x (3)

Solucioén: Usando la sustitucién dada por el enunciado y notando que y derivable implica
z también (donde corresponda), se tiene:

z=22+y° = 2 =22+ 3y (4)

Procedemos reordenando adecuadamente (1) y luego reemplazamos:
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Cabe sefialar que este es un reordenamiento posible para obtener la EDO en la variable
z. Observar ademds que (%) requiere que z # 0, al reemplazar z = 0 en la EDO (1)
se obtiene x = 0, lo cual no aporta informacién adicional ni tampoco impone alguna
restriccién al problema.




Distribuciéon de puntajes:
e (0,5 pts.) Derivar y obtener (4).
e (0,5 pts.) Reordenar (1) para luego reemplazar (4) y asi obtener (3).

2. (1 pts.) Probar que z — z(z) = —3/2 con = € R es solucién constante de (3) y que la
correspondiente solucién para (1) estd dada por y1(z) = —3{/3/2 + 22 con z real. Verifique
esto Ultimo (no olvide comprobar que efectivamente y; es solucién de (1))

Solucién: Reemplazamos z = —3/2 en (3) para obtener

2= r=2=(-24+2z=7=0=2=K€eR (5)
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La correspondiente soluciéon de la ecuacidén original se obtiene reemplazando en la

sustitucién (2):
3
—> =22+ = p) = V321

Ahora verificamos que y; es efectivamente solucién de (1)
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+$)/(_W)_x:0:>§ g—x:OjO:O (6)

Asi, la solucién y; se verifica para (1) y esta definida en todo R como tal m

Distribucién de puntajes:
e (0,3 pts.) comprueba que z(x) = —3/2 es solucién constante de (3).

e (0,3 pts.) comprueba que la correspondiente solucién para (1) es ;.

e (0,4 pts.) comprueba que efectivamente y; es solucién de (1).

3. (1 pts.) Separando variables resolver la EDO (3) y obtenga una expresién para la correspondiente
solucién general de (1). jSe puede recuperar y; de la parte anterior a partir de esta solucién
general? Comente.
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Solucién: Ocupando variables separables en (3) tenemos:
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(3+2}x2+y3)‘:x2+c

y3—gln‘3+2(x2+y3)‘:c

(8)

Se obtiene por lo tanto una solucién definida implicitamente y valida como tal en {x €

Notemos que la solucién y; se obtendria igualando a cero el argumento de la funcién
logaritmo de arriba, lo cual no es posible, pues se indefine en el origen, de esta forma
no es posible recuperar la solucién a partir de la la solucién general.

Distribucidon de puntajes:

Y1

e (0,3 pts.) Obtiene la solucién general en (8).

e (0,3 pts.) Plantear la ecuacién como las integrales en (7)

e (0.4 pts.) Argumenta correctamente el por qué no se puede recuperar la solucién

Parte B

Considere la siguiente EDO en la variable y

dy _

dt

donde f : R — R es una funcién continua.

1. (1 pts.) Estudie la EDO el caso en que la funcién f es la funcién constante -1.

Tf(ty), t#0.

Solucién: Si f = —1, se tiene la EDO

dy _
dt

Y

t

(10)

Notemos que y = 0 es solucién constante de la EDO. Luego, si y # 0, utilizando




variables separables, se tiene

e
Y N t
Inly|=—In|t|+c

K
y=%—, K>0 (11)

Distribucidon de puntajes:
e (0,2 pts.) Identifica el caso y = 0 y determina que es solucién constante de (10).
e (0,3 pts.) Reemplaza f = —1 en (9) y obtiene (10).
e (0,5 pts.) Resuelve la EDO y obtiene (11).

2. (1 pts.) Ahora considere el caso f(u) genérica y utilice el cambio u = ty y verifique que este
transforma (9) en v/t = u(1 4 f(u)). Finalmente entregue una expresién que conduce a la
solucién general en u, en términos de una integral.

Solucién: Tenemos el cambio de variable, como y es derivable entonces u« también lo
es, luego
u=tyu =y+ty (12)

Reordenando (9) y reemplazando lo anterior se tiene
Y
y' = ;f(ty)

y+ty =yl + f(ty)]
tly+ty) =tyll + f(ty)] <« t#0
w't =ull + f(u)] (13)

Luego, resolviendo (13) mediante variables separables, se tiene:

du
/M:ln\t\—kc (14)

Para todo f(u) # —1, es decir, m es continua (y luego integrable) para Vu €

R\{0}.

Puntaje:
e (0,2 pts.) Obtiene el cambio en (12)
e (0,5 pts.) Reordena (9), reemplaza (12) y obtiene (13).
e (0,3 pts.) Obtiene (14) en términos de una integral para u # 0.

3. (1pts.) Aplicar la parte anterior para resolver la ecuacién

dy — ylty+1)

- t 0. 1
dt — —t(1+ty + t2y?) 70 (15)
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P2.-

Solucién: Utilizando (13), se tiene que la EDO a resolver es

u+1

=l - —
vi=ull - T

] (16)
Aqui notemos que u = 0 es solucién constante de (16), tal como en la parte anterior.
Asimismo, notemos que 1+u+u? = (u+1/2)2+3/4 > 0, para todo u real, por lo que
f(u) es una funcién continua en todo R. Finalmente, si f(u) =0 = u = —1, quedando

la EDO una igualdad errénea 0 = 1. Asi, u = -1 <= y = _71
EDO. Procediendo segtn la integral encontrada en (14) tenemos

/d“mwc
u[l— u+1 }_

La solucién implicita de la EDO para t # 0 con ¢ € R.

no es solucién de la

T+utu?
/Wdu —Inft|+ec (17)
In |u| —%— Q%ﬂ =Inlt|+ ¢
In |ty| —tl— # =Inlt|+¢
In|y| — tz — 2t21y2 = (18)

Distribucidon de puntajes:

e (0,2 pts.) Establece que (16) es la EDO a resolver dado u = ty

e (0,3 pts.) Establece que f(u) no se indefine en Ry y = =% no es solucién de (15).
e (0,3 pts.) Aplica (14) para resolver (16) y plantea (17).

e (0,2 pts.) Resuelve la integral y obtiene la solucién implicita (18) para y.
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Parte A

(3 puntos) Hallar la familia de curvas que satisfacen las siguientes propiedades:

e El grifico estd en el primer cuadrante.

e Son de clase C es decir son derivables con derivada continua.

e Cualquier punto P en la curva es el punto medio del segmento de recta que une los puntos

de interseccién de la recta tangente a la curva en P con los ejes coordenados.

Ind: Recordar que la ecuacién de la recta tangente al gréfico de una funcién derivable = +— y(x)

en el punto P = (xg, y(z0)), estd dada por y/(z9) - (z — x0) + y(xo).
Obs: Se entiende por segmento como un trazo de longitud estrictamente positiva.




Solucién: Sea P(zg, y(zo)) un punto en la curva, miembro de la familia buscada (suponemos
no vacia). Usando la ecuacién recta-tangente en P, calculamos las intersecciones en OX y
QY, resultando:

M = (25 +20,0) AN = (0,50 — ¥/ (@0)0); o/ (w0) #0 (19)
Y'(z0)

Notar que 3/(z9) = 0 indica que en ese punto la curva es localmente horizontal, luego la

recta tangente en dicho punto no corta al eje OX. Descartado ello, para un tridngulo recto

en el plano con hipotenusa M N, la condicién que define la familia de curvas es PN = M P,

con P punto medio del trazo M N. Asi se tiene

2
2 ’ 2 Yo 2
o+ Zo)xo)” = +
0 (y ( ) ) y/(l“o)z Yo
0
V(@) = ()
zo
0
y'(z0) = + 00 (20)
To

como P es arbitrario en el primer cuadrante, se obtiene una EDO de variables separables
que define la familia definida en enunciado. Veamos cada EDO por casos, viendo primero el
positivo:

y =Y

X
dy _de
y_l'

Injy| =In|z|+¢
y=mx, m>0 (21)

Acd hay que considerar dos casos como respuesta admisible, el primero es decir que =
y(z) = mx es solucién del problema (ie pertenece a la familia buscada) pues la tangente a
ella en cualquier punto P = (g, xo) es la misma curva y la interseccién de ella con los ejes se
daen M = N = (0,0) por ende se tiene la condicién PM = PN = x¢v/1 + m?. El segundo
es que como N = N entonces no existe trazo M N (de magnitud > 0) positivo para tomar
un punto medio en él, por ende este caso no reporta miembros a la familia de curvas buscada
Esto es importante para la correccién, aceptar alguno de los argumentos (xx).

Ahora volviendo a (20), para el caso negativo tenemos:

y =2

T

dy _ o

y oz

Inlyl=—-In|z|+c¢
k
y=—, k>0 (22)

G




donde y = £ pertenece a la familia de curvas buscada, V2 > 0. Luego, la familia de curvas
& . . . . .
que cumplen las condiciones enunciadas estd constituida por:

k
z=ylz)=mezAz—y(z)=—, m,k>0 (23)
i

o bien sélo las hipérbolas siendo consecuente si se argumenta como se explica en (%)

Puntaje:

e (0,7 pts.) Determina las intersecciones (19) con OX y OY.

(0,8 pts.) Establece el punto medio del trazo M N y obtiene la EDO de variables
separables en (20).

(0,5 pts.) Obtiene la solucién para el caso positivo (21) y determina que y = mx son
curvas del caso positivo perteneciente a la familia descrita. O bien argumentar que no
de acuerdo a la razén descrita en la pauta, para ello ver (5x).

(0,5 pts.) Obtiene la solucién para el caso negativo (22) y determina que y = % es un

conjunto de curvas perteneciente a la familia descrita, para k£ > 0 real.

(0,5 pts.) Obtiene (23), la familia de curvas buscada.

Parte B

(3 puntos) Suponga que la dindmica de poblacién de una cierta especie obedece a la siguiente ley
logistica
p' = ap—bp”. (24)

donde p = p(t) es la cantidad de individuos de la especia en el instante ¢t y p’ indica la derivada
de p con respecto al tiempo. En el instante en que la cantidad de individuos es @, con @ < a/b
la poblacién comienza a verse afectada por las condiciones climatoldgicas de la regién, de esta
forma su poblaciéon comienza a disminuir segtin el régimen del siguiente modelo:

p = Ap — Bp?. (25)

donde supondremos que los nuevos valores de A y B saisfacen Q > A/B (A < a, B < b).
La poblacién comienza a recuperarse una vez que se alcanza la cantidad de ¢ individuos, donde
q> A/B, ¢ < Q. En ese punto, la poblacién vuelve a regirse por el modelo (24), hasta que en el
futuro vuelve a verse afectada nuevamente por el cambio climdtico, generando una fluctuacién de
la cantidad de habitantes periddica en el tiempo. Si denotamos por T al periodo del ciclo, es decir
al tiempo transcurrido entre que la poblacién alcanza el valor Q luego vuelve a alcanzar dicho
valor (o equivalentemente, alcanza el valor ¢ y luego vuelve a tomar el valor ¢) muestre que

=[G i = p)

Verficar ademas que T' > 0 seglin los datos del problema.




Solucién: Procedemos a resolver la EDO (24) mediante variables separables o Bernoulli. Por
Bernoulli se tiene el cambio de variable

z=p =z =-= (26)

Reordenando (24) y reemplazando se tiene

v_a_,
o=
p p
—2 =az—-b
Z+az=5b (27)
Ocupando el factor integrante u = el adt — ¢at e tiene

(Zezzt)l — beat

b 1
t = — 7at‘ = —
z(t) a+ce ; 2(0) .
b —b
z(t)z——l—a q o-at
a aq
b a—0bg _,\!
Pt)=(-+——€" 2
®) <a+ aq ¢ ) (28)

donde la solucién es simétrica para la EDO en (25). Luego, el tiempo a calcular es Tp =
T, + T5, donde T7 es el tiempo de disminucién de g a @ en el modelo (24) y T3 es el tiempo
de crecimiento de @ a ¢ en el modelo (25). Asi, tenemos para 17:

i — g 7a_bqe_a‘T1
Q a aq
a—bQ _ a—bqe_aTl
a@) aq
qa— bQ )
Q a—bg
1 Q a—bqg

Luego, para 75 el procedimiento es andlogo por la simetria de los modelos, por lo que basta
realizar el cambio 77 — T5, Q <= ¢, a — Ay b — B. Asi, T5 queda definido como

1 q A— BQ
Th=—In(=———
2 AD(QA—Bq) (30)
Asi, realizando la suma de ambos T y T3, se obtiene
1 Q a—bq 1 qg A— BQ
Ti=—In(—= —In{=——+= 31
v an(qa—bQ>+An<QA—Bq>l (31)




P3.-

Qa0 > 18§43

Finalmente, la expresidn es estrictamente positiva, debido a que a0
A
yaque 3y >Q>q> 3.

> 1,

Puntaje:

e (1 pto.) Aplica Bernoulli o variables separables para obtener (28).

(0,8 pts.) Calcula el tiempo de demora T3 en (29).

cambio de constantes, argumentando correctamente por simetria de modelos.

(0,2 pts.) Obtiene la expresién pedida (31).
(0,2 pts.) Verifica que (31)> 0.

(0,8 pts.) Calcula el tiempo de demora T, o argumenta que es el mismo que 7} con el

Parte A
Para « > 0 considere la ecuacién de Ricatti

1 2x
Y+ e 2yt — ;(1 + 4z + 22%)y = —%(1 + x4 222 + 2%)

(32)

1. (1.5 puntos) Considere y,(z) = e**(ax + b), determinar a,b para que esta sea solucién

particular de (32).

Solucidn: Se tiene que la solucién particular y,, estd definida como
_ 2z ! 2x 2z
Yp = e~ (ax +b) Ny, = 2¢*(ax +b) + e~a
Luego, reemplazando la solucién en (32), obtenemos

2¢** (az + b) + ae** + e~ **[e**(ax + b)]?
2z

1 —

——(1 + 4z + 22?)e®*(az + b) = ¢
x x

e*®(2az? + 2bz + ax + o’z + 2abz® + b’z

23(a® — 2a) + 2%(2ab — 2a — 2b) + £ (b —2b) — b= —1 —x — 222 — 23

Igualando coeficientes, se obtiene el sistema siguiente

a? =2 =-1

2ab — 2a — 2b = -2
b2 —2b=—1
—b=-1

(14 z + 2% + 23)

—azx — 4ax? — 2az® — b — 4bx — 2bx?) = e¥*(—1 — z — 222 — 27)

(34)




de donde se obtiene que a = 1 A b =1, por lo que la solucién particular es

yp(z) = ¥ (z + lm (36)

Puntaje:
e (0,5 pts.) Establece el cambio en (33).
e (0,5 pts.) Reemplaza en (32) y obtiene (34)
e (0.5 pts.) Resuelve el sistema en (35), determina a y b, y obtiene (36).

. (1.5 pts.) Calcular la solucién general de la ecuacién (32).

Solucién: Como la EDO es de Ricatti, utilizamos el cambio de variable y = y; + 1/z,
con y1 = e2*(x + 1) solucién particular encontrada en la parte anterior. De esta forma

obtenemos .

1
y:eQx(m—kl)+;/\y’:e2“(2x+3)—% (37)
Luego, reemplazando se tiene

2 1

2x —2x (2% 2
2 — L 1) + =
e (2z + 3) = e (e (z + )+Z)
1 1 2x
+-(1+4z+22) (e (@ + 1)+ -)—— A +z+222+2%)  (38)
x 2’z
! 3 9 2 1
LA T P S B P PP ki e
z x
208 + 4zt +x+ 222 +4x+1, 2@ +1) e 234+4r+1
— )+ +— - (39)
x z z xz
! 2(z +1 2 284+ 4x+1
z—:ezx(x2+4x+4—xz—4x—4)+ ik )+e e e (40)
= e xz
222 + 2z — 222 — 4z — 1
z’zz( e i >+6_2z (41)
x
2 1
z’—i—( s )z:efh (42)
x

donde llegamos a una EDQ lineal de primer orden. Procedemos segtin factor integrante,
donde pein
u=el TTd = g2l — g2 450 (43)

de esta forma, se resuelve la EDO como

(Z:L‘GZQE)/ — 67211_621
zxe® = /;de
22+ 2¢
= —— 44
* Qe (44)
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obteniendo la solucién explicita de la EDO para z. Finalmente, reemplazando z en y =
e?®(z + 1) + 1 se obtiene

2xe?®

2z
= rx+1)+ ——
) € ( ) 2 207

¢ € R (45)

Puntaje:
e (0,3 pts.) Establece el cambio de variable (37) acorde a una EDO de Ricatti.
e (0,8 pts.) Reemplazar el cambio en (32) y obtener (42).
e (0,2 pts.) Calcula el factor integrante apropiado para resolver (42).
e (0,2 pts.) Obtiene (44), devuelve el cambio de manera apropiada, y obtiene (45).
Parte B

Sean a,b : R — R funciones continuas de periodo 7', es decir a(z +T) = a(z) Vz € R, lo
mismo para b. Considere la EDO lineal de primer orden

y = a(x)y + b(z) (46)

1. (2 puntos) Sea u : R — R una solucién de (46). Demostrar que u es T periodica si y sélo
si u(0) = u(T).
Ind: Para el implica <=, defina la funcién ¢(z) = u(z + T') — u(x) determinando la EDO
que satisface y luego aplicar adecuadamente TEU para concluir.

Solucién: Sea u una solucién de (46), la cual existe por el factor integrante (conocemos
su forma) y dada cualquier condicién inicial TEU nos da unicidad. Demostremos lo
pedido estudiando cada implicancia:

= Trivial.

<: Definamos © — ®(z) = u(x+7T') — u(z) veamos que P satisface una EDO asociada
a (46). Como a y b funciones periédicas de periodo T', se tiene:

() =u(z+T)—u(x) (47)
®'(z) =alx+Tu(z+T) + bz +T) — a(x)u(z) — b(x)

®'(z) = a(x)u(z + T) + b(z) — a(z)u(x) — b(x)

'(z) = a(z)(u(z + T) — u(z))

' (z) = a(z)®(x) (48)

Ademds se tiene que ®(0) = u(0+ T') — u(0) = 0 (por hipdtesis). Asi, se tiene que el
problema de Cauchy para ® a resolver es

(PC) (49)
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Apliquemos TEU para mostrar que ® es nula en todo R. Notemos que f(z, ®) = a(x)®
es continua en x ya que a(z) es una funcién conocidamente continua en R. Luego,
probemos Lipschitz en ®, como ]af| = |a(x)|, se suficiente con acotar globalmente este
término. Como a(z) es continua por Bolzano se tiene

My = mlél[(:i?]a(x) = max a(x) < oo (50)
= mi = mi < 51
mr xrer[l(%%]a(:n) min a(z) < oo (51)

ya que [0, 7] es cerrado y acotado en R, por tal razén dichas cotas existen y son finitas,
ahora debido a la periodicidad de a(x) se extienden globalmente a R (se alcanzan al
menos una vez por periodo). Asi:

|a(z)| < max(|mr|, |Mr|) < oo (52)

Por lo tanto, f es globalmente Lipschitz en ® y el (49) posee dnica solucién para todo
x real (ie se aplica TEU global). Finalmente, se cumple que u(x + T') = u(x), por lo
que u es T periddica.

Puntaje:
e (0,2 pts.) Enuncia trivalidad o demuestra =
e (0,4 pts.) Para <= define una nueva funcién ® en base a u y plantea (47).
e (0.5 pts.) Obtiene (48) y ocupa hipétesis para formar condicién inicial del nuevo
(PC) en (49).
e (0,2 pts.) Determina el problema de Cauchy a resolver en (49).

e (0.5 pts.) Establece continuidad de la primera variable. Luego, demuestra Lipschitz
acotando apropiadamente usando Bolzano y obteniendo (51).

e (0,2 pts.) Con el procedimiento realizado, concluye apropiadamente.

2. (1 punto) En el caso homogéneo en (46), esto es b(z) = 0 en todo R, usar la parte anterior
para encontrar una condicién que asegure que dicha EDO tenga soluciones 1" periodicas.

Solucién: Sea b(x) = 0, por lo que la EDO queda definida como

y =a(x)y (53)

la que por TEU global (caso particular de la parte anterior) con condicién inicial y(0)
conocida posee una tnica solucién def en todo R. Aln mds, por variables separables se

tiene explicitamente que
/ 5=

(z) = y(0)elo @ (54)
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Luego, se tiene por la parte anterior que u es solucién T periddica si u(0) = u(T'), para
tal condicién entonces se tienen dos casos:

y(0) = y(T) = (55)
£0

Caso y(0) = 0: La demostracidn es trivial: Sea y(0) = y(T") =0
y(T) =y(0) =0 <= y(0+T) —y(0) =0 < y(0+T) =y(0)  (56)

Caso y(0) # 0: Nos fijamos en la integral desconocida: Sea y(0) = y(T') # 0

T
=>/0 a(s)ds =0 (57)

De esta forma (57) es una condicién que implica que y(0) = y(T') y por ende la EDO
en (53) posee soluciones T periddicas.

Puntaje:
e (0,2 pts.) Establece el caso homogéneo en (53).
e (0,3 pts.) Mediante variables separables obtiene (54) la solucién en términos de una
integral de a(s).
e (0,2 pts.) Establece y demuestra segtin (56) el caso y(0) = y(T') = 0.
e (0,3 pts.) Establece (57) el caso y(0) = y(T') # 0 y obtiene la condicién pedida.
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