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P1. Considere el conjunto Q = [—1,1] x [0,4o00[ x [0,27[ y defina el cambio de coordenadas
7 : Q — R3? dado por

7 (u, v, w) (\/1 —u?V 14 v?cos(w), V1—u?V1+v? sen(w),uv) . (1)

a) (0,5 pts.) Sean C1 = {(u,v,w) € Q | u==x1}yCo = {(u,v,w) € Q | v=_0}. Muestre
que el cambio de coordenadas 7 no es inyectivo ni en Cy ni en Cs.

Solucién: Para mostrar que 7 no es inyectivo en C basta encontrar dos elemen-
tos en Cy con la misma imagen. Sea (ug,vo,wy) € Ci, entonces 7 (ug,vo, wy) =
(0,0, £vp) y por lo tanto

7(1,0,w1) = 7(~1,0,ws) = (0,0,0)

donde w1, wy € [0, 27| pueden ser cualquiera.

Para mostrar que 7 no es inyectivo en Cy basta encontrar dos elementos en Cy con
la misma imagen. Notamos que si (ug, v, wy) € Cy entonces vg =0y

7 (ug, v, wo) = (1/1 = u% cos(wp), /1 — u% sen(wo),0> .

Tomando, por ejemplo, (1/2,0,wg) y (—1/2,0,wp) que estan en Cy, tenemos
7(1/2,0,w0) = 7(—1/2,0,wp) = (V3 cos(wp)/2, V3sen(wg)/2,0),

donde wq € [0, 27| puede ser cualquiera.
Por lo tanto 7 no es inyectivo en C; y tampoco en Co v .

Distribucién de puntajes:

= Mostrar dos elementos distintos en C con misma imagen (0,2 pts)
» Mostrar dos elementos distintos en Cy con misma imagen (0,2 pts)
= Todos los calculos correctos y conclusiéon coherente (0,1 pts)
or or
b) (1,0 pts.) Sea C3 = {(u,v,w) € Q | w=0y v =0}. Muestre que los vectores — 30 Fo
u’ Qv
T —
y 0 son ortogonales en Q \ (C; U C3), y que la matriz Jacobiana de 7 es invertible
W

en dicho conjunto.



Solucién: Las funciones coordenadas de 7, r1(u, v, w) = v1 — u2v/1 + v2 cos(w),
ro(u,v,w) = V1 — u?v1 + v2sen(w) son diferenciables en Q\ Cy y r3(u, v, w) = uv
en todo el espacio, luego 7 es diferenciable en Q \ Cf.

Para (u,v,w) en 2\ C; tenemos

or _ (1_u\/ 1 4 v2 cos(w), 1_7“\/ 1+ v?sen(w), v)

ou = u2 _ U2

or v v
T = (m V1 —u?cos(w), \/ﬁ\/ 1 — u?sen(w), u>

o7 = <—\/ 1 —u2v/1+v?sen(w), V1 — u2mcos(w),0) :

w

Ahora verificamos ortogonalidad calculando cada producto interno (o producto
punto)

<8r or > = —uv?cos*(w) — uv? sen*(w) + uv = 0. v

u’ dv

o or = —v(1 — v?) sen(w) cos(w) + v(1 — u*) sen(w) cos(w) + 0 = 0. v/
o ow /) = v u”) sen(w) cos(w) + v u?) sen(w) cos(w =0.

or 07T\ > B ) B

< o’ 0w> = u(1 + v°) sen(w) cos(w) — u(1l + v°) sen(w) cos(w) + 0 = 0. v

Para (u,v,w) € Cs, % = % = (0,0,0) y % = (—sen(w), cos(w),0) y luego no
son linealmente independientes. Por lo tanto la matriz jacobiana

—t /1 + v?cos(w) L /1—wu?cos(w) —v1—u?yv1+v2sen(w)

Vi1-u? vV 1+0v2
D7 (u,v,w) = \/:*?\/1 + v2 sen(w) \/11?\/1 —u?sen(w) V1 —uv1+ v?cos(w)
v U 0

se puede calcular y es invertible (pues sus columnas son ortogonales no nulas, y
por lo tanto linealmente independientes) en 2\ (C; U Cy).

Distribuciéon de puntajes:

or 97 9T 5
» Calcular correctamente G-, G-, G- (0,4 pts)
= Chequea que los tres vectores son ortogonales (0,3 pts)
» Expresa la matriz Jacobiana (0,1 pts)
» Nota que las columnas de la matriz son ortogonales y no nulas en Q\ (C; UCs)

y concluye que es invertible en dicho conjunto

[Alternativamente, puede determinar la invertibilidad de la matriz por otros
métodos| (0,2 pts)

c) (0,5 pts.) Calcule las magnitudes hy, hy, y hy, de los vectores considerados en la parte
anterior.

Solucién: De lo anterior, los factores de escala hy,, hy v by, estédn bien definidos en



2\ C;. Calculemos cada uno

2(1 4 92 2(1 4 2 1/2
= (W cos®(w) + ul(t;?}) sen?(w) + v2)

or
= Hau

o Ju? 402
V1 =2

OF | _ (v(1-w?d) o l-wd) o o\
= e _(1+2 <“’>+1+vzsen(w”“)
_ u2+U2
OV 1402
— 1/2
= 90 = (1= )1+ %) sen?w) + (1~ w?) (1 +2%) cos?(w))
w

— VI — )T+ 7).

Distribucion de puntajes:
= Entiende la relacion entre las magnitudes h’s y las derivadas parciales de 7
(0,2 pts)
= Calcular coherentemente h,, h, y h,, a partir de las derivadas parciales de 7
(0,3 pts)

d) (1,0 pts.) Calcule 4, 0y w en Q\ (C1 UC3) y muestre que forman un triedro ortonormal
ordenado. {Es posible definir estos vectores en 2\ C3?

Solucién: De la parte anterior, los factores de escala estan bien definidos y son no
nulos en Q \ (C1 U C3). Los miembros del triedro {@, 0, w} quedan

1 — u2 — —
0=/ 2+u2 < “ \/1+02008(w),1u\/1+U2sen(w),v)
u? +v

1—u? — u?

1
= —— (—uv1+4v2cos(w),—uy1+v2sen(w), vy 1 — u2)
vu? 4+ v? (
[ 1+ 02 ( v v )
b= V1 —1u?cos(w), ——+V1—u2sen(w),u
u? + 02 \ V1 + 02 ( )\/1+v2 (w)
1
= ——— (vV1—1u2cos(w),vV1—usen(w),u/1+ 1)2> .
Vu? + v? (
\/1—u2\/1+vzsen(w),\/1—u2\/1+v2cos(w),0)

1 (_
V(I —u?)(1+0?)
,0).

= (—sen(w), cos(w)

Hasta ahora el triedro es ortonormal. Para ver que es ordenado basta chequear que
se cumple una de las siguientes tres igualdades:

UXD=wW,0XW=10 6 WwXuU="70.




Por ejemplo
. 0 j k
P2 —uvV14v2cos(w) —uv1+ovZsen(w) vv1—u?
vV 1 —wu?cos(w) wvv1—wu?sen(w) uv1+v?
1

= A ( —u%(1 4+ v?) sen(w) — v*(1 — u?) sen(w),

=
X
(&
I

v?(1 — u?) cos(w) + u?(1 + u?) cos(w), 0)

=2 in (= (u? + v?) sen(w), (u* + v*) cos(w), 0)

= (—sen(w), cos(w),0) = w. v’

Se concluye entonces que {u,0,w} es un triedro ortonormal ordenado.

En Q\ C3 son nulos hy, y hy, y por lo tanto no estéan definidos los vectores tangentes.
Sin embargo las expresiones @, 0 y w si se pueden definir ahi.

Distribucién de puntajes:

» Calcular correctamente los vectores unitarios (0,3 pts)
= Concluye que es un triedro ortonormal (0,1 pts)
= Determina un modo para chequear que es un triedro ordenado (0,2 pts)
= Calcula consistentemente y concluye que es un triedro ordenado (0,2 pts)
» Analiza si los vectores unitarios se pueden definir en 2\ C3 (0,2 pts)

P2. a) (1,0 pts.) Considere el campo escalar g, dado en las coordenadas introducidas en (1)
por

g(u,v,w) := g(7(u,v,w)) = el

Calcule Vg en estas coordenadas.

Solucién: Aprovechando que el campo escalar ya esté en las nuevas coordenadas,
usamos directamente la expresion para el gradiente en dichas coordenadas, es decir

1 [0g)\ . 1 [(0g)\ . 1 (0g)\ .
V9= I <8u> ut Ty <6v) v hu <6w> v
Ciertamente g es diferenciable en {(u,v,w) € Q\ (C1 UC3) : v # 0}, ademas se

: 99 _ Og _ 09 _ _ 4
tiene que 5 = 5.0 = 0y 7 = —5. Entonces

1 4
Vg=—(-= o
g hv< v3>v
4 1402
) u2+v2v

( valent teV 4\/1+v2 V1 —u? (w) V1 —u?
o equivalentemente Vg = — — v cos(w), v————
4 g u? +0v2 \ V1402 V1402

03

sen(w), u) )




Distribucién de puntajes:
= Usar correctamente la formula del gradiente en coordenadas ortogonales (0,5 pts)
= Calcula las derivadas parciales correctamente (0,3 pts)

= Reemplaza correctamente (0,2 pts)

-
b) Considere el campo vectorial G, escrito en las coordenadas introducidas en (1) como

E(u,v,w) = a(?(u,v,w)) = vV 1 — vt +uyV1+v20 — .
G

I. (1,5 pts.) Calcule rot(G) en estas coordenadas.

Solucién: Primero notemos que este campo G esta bien definido y es diferen-
ciable en 2\ (C; U C3) y sus funciones componentes son

Gu:(_j-ﬁ:v\/l—UQ, sza-ﬁ:uvl—i—vZ, Gwza-ﬁ):—l.
Las cantidades

Guhy = vV u2 + 02
Gyhy = uv/u? + v2

Guwhw = —/(1 —u2)(1 + v2)

se utilizaran en el calculo del rotor:

hyti  hy0 Ry

. 1 5 o 0
o) = i | Bu B0 9w
Guly Gohy Gl
1 o 9 )
= [av(Gwhw) _ &U(thv)} )
1 [0 9 )
ol [aw(G“hu) ey (Gwh“’)] v
1 o 0 )
e [%(thv) _ &)(Guhu)] &
1 Viea2) . 1 VIF o2
= —v U —U—
hvhw vV 1 —|- U2 huhw vV 1 = u2
1 2 2

v “ u ~
_\/1+v2\/u2—|—112u \/1—u2\/u2—|—112v
(u? —v?) /(1 —u?)(1 +0?) .

(uZ + v2)3/2 w

_|_

Distribucién de puntajes:
= Reconoce las componentes Gy, Gy v G (0,3 pts)

= Usa correctamente la expresion para el rotor en coordenadas ortogonales




(0,6 pts)

» Calcula correctamente los coeficientes del rotor (0,6 pts)

11. (0,5 pts.) Muestre que G no es conservativo.

Solucién: De la parte anterior se tiene que rot(a) £ 0 en Q\ (CL U Cs).
Como es continuamente diferenciable en ese dominio, si fuera conservativo se
obtendria rot(G) = 0, una contradiccion. Por lo tanto no puede ser conserva-
tivo.

Distribucién de puntajes:
= Explicita que el rotor no es nulo y es C' en su dominio (0,2 pts)

= Argumenta coherentemente a partir de esto que el campo vectorial G no
es conservativo (0,3 pts)




