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PAUTA CONTROL RECUPERATIVO

P1. Se define R relacion en N x N dada por
YV (n,m),(p,q) E NxN: (n,m)R(p,q) <= m—n=gq—p.

a) (3 pts.) Demuestre que R es una relacion de equivalencia.

Solucion

Es necesario probar que R es refleja, simétrica y transitiva < [0,5 pts|.

e R esrefleja: Sea (n,m) € NxN se tiene (n, m)R(n,m) < m—n=m—n,
lo cual es verdadero. < [0,5 pts.

e R es simétrica: Sean (n,m),(p,q) € N x N, tales que (n,m)R(p,q) <
m-n=q-pe qg-p=m-—n& (p,gR(n,m) [l pto].

e R es transitiva: Sean (n,m), (p,q), (e, f) € N x N tales (n,m)R(p,q) A
(p,gR(e,f) & (im—n=q—p)AN(g—p=f—e) < [0,5 pts|. luego por
transitividad de la igualdad m —n = f —e < (n,m)R(e, f) < (0,5 pts|.
Y se concluye que R es de equivalencia v .

Puntajes y comentarios para correcciéon

Si no se comenta las tres propiedades a probar que definen a una relacion
de equivalencia, pero si trabaja con cada una por separado otorgar de todas
maneras los [0,5 pts| del inicio.

b) (1,5 pts.) Sea [(0,0)]r la clase de (0,0), muestre que [(0,0)]gr = {(p,p) : p € N}.

Se tiene [(0,0)]r = {(p,q) € N*: (p,@)R(0,0)} = {(p,q) eN*: ¢ —p =0} =
{(p,q) € N> : p=gq} = {(p,p) : p € N} V. < [0,5 pts| por la lera, 2da y
dltima igualdad respectivamente.

Puntajes y comentarios para correcciéon

Si no describe la clase y opera directamente, otorgar de todas maneras el pun-
taje completo de estar correcto.

\

c¢) (1,5 pts.) Pruebe que [(0,0)]z es un conjunto numerable.



P2.

a)

Hay varias maneras, algunas son

1) [(0,0)]r es un conjunto infinito contenido en N x N que es numerable,
luego [(0,0)]r es numerable v

2) Notar que [(0,0)]r = U {(p,p)}, es decir es unién numerable de conjuntos
peN
finitos y luego numerable v'.

3) ¢ : N = [(0,0)]r, dada por ¢(p) = (p,p) es biyectiva, luego se tiene lo
pedido v'.

Puntajes y comentarios para correcciéon

Otorgar [1,5 pts| por cualquiera de las maneras de probar la numerabilidad.
Desglosar (de ser necesario) el puntaje en [0,5 pts| de acuerdo a la estructura
de la solucién que eventualmente se aborde.

1) (1 pto.) Probar, sin uso de inducciéon (es decir por célculo directo) que
n+1
k n+2
>1: = . 1
VneN,n> ;2(2> ( 3 ) (1)

Ind: Recordar que Y k% = w.
k=1

Solucién

Hay dos formas de abordar este célculo.
e Via traslacion de indices

n+1 n n
Z() Z(kH) Zkk+1 _1 Zk +> k| (05 pts]
k=2 k=1 2 = k=1
1 n(n+1)(2n+1)+1.n(n+1):n(n-i- )(n+ 2)
2 6 2 2 6
:(n;—2) + (0,5 pts] v.

e Calculando directamente

n+l 5| L 1 [ n+1
Z() Z’f —1—§[Zk2 Zk —1] (0,5 pts]
k=2

_1‘(n+1)(n+2)(2n+3)_1‘(n+1)(n+2)

9 6 2 2

_ n(n-l—lﬁ)(n-i—?) _ <n;—2>, (05 pts] v

2) (1 pto.) Demuestre ahora (1) usando induccion.



Solucion

2
Caso base n =1: ) (’;) = (g) 1= (g) (g) =1& V<« 0,2 pts] V.
k=2

n+1

Hipotesis y paso inductivo: Suponemos que ) (g) = (";2), por de-
k=2
n—+2 n+2 n+1

mostrar ]2“) = (";3)<—[0,3 pts|. En efecto (g) = > (g) +

(
n+2 _k:721+2 n+2\ _ (n+3 Y h=2 h=2
( 2 )\—/( 3 )+( 3 )—( 3 )%[0,5pts] ¢

H.I

Comentarios para correccion

OBS: La ultima igualdad se debe a la aplicacion de la identidad de Pascal,
considerar igualmente vélido si se desarrolla los coeficientes binomiales y
se llega al resultado.

b) En G =Q\ {0} x Q se define la l.c.i * por (p,q) *(r,s) = (p-r,p-s+q), donde + y -
son las operaciones usuales en Q. Se sabe (no lo demuestre) que * es asociativa en G.
1) (0,5 pts.) Encontrar (nq,ng) neutro para * en G.

Solucion

Tal (n1,ng) € G debe satistacer (ny,n2) * (p,q) = (p,q) * (n1,n2) = (p,q)
para todo (p,q) € G. Se tiene que (ni,n2) * (p,q) = (n1p,n1q + n2) =
(p,q) & nip = pAnig+ng = q, luego n; = 1(p # 0) Ang = 0. Asi
(n1,n2) = (1,0) |y se cumple ademés que (p, q)*(1,0) = (p, q) < [0,5 pts|.

Comentarios para correccion

En el caso que la soluciéon no se refiera a la verificacion (o no lo comente)
de que el neutro encontrado lo es por ambos lados, descontar [0,1 ptol.
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2) (1,5 pts.) Para cada (p,q) € G determine su inverso (p',q’) para *. (Es (p/,q¢
dnico? explique.

Solucion

Sea (p, q) € G, (', ¢') es suinversossi (p,q)x(p', ¢') = (1,0) = (', ¢')*(p, @)
De la primera igualdad se sigue pp’ = 1 A pg’ + q = 0 luego p' = 1/p (p #
0) y ¢ = —q/p < [0,7 pts|. Ast (p/,q¢) = (1/p,—q/p) verifica ademés
(1/p,—q/p) * (p,q) = (1,0) + [0,5 pts|. Por altimo (p’.q’) es tnico pues x*
es asociativa en G <« [0,3 pts| v'.

Comentarios para correccion

Si no se verifica que el inverso encontrado cumple por ambos lados, pero
esta planteado dentro de la solucién descontar |0,2 pts| de los [0,5 pts| de
ese item.
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3) (0,5 pts.) Investigar si x es conmutativa en G.



Solucion

St (p,q), (r,s) € G entonces (p,q) * (r,s) = (pr,ps +q) y (r,8) * (p,q) =
(rp,7q + s) son distintos en general, * no es conmutativa <— [0,5 pts| .

Comentarios para correccion

Basta con un contraejemplo que muestre que (p, q) * (r,s) # (r, s) * (p, q),
en tal caso asignar puntaje completo.

4) (1,5 pts.) Para b € Q fijo, se define la funciéon f : (G,*) — (G, *) dada por
f(p,q) = (p,bq) para cada (p,q) € G. Demuestre que f es un homomorfismo.
Solucién

Para (p, q), (r,s) € G se debe probar que f((p,q)*(r,s)) = f(p,q) * f(r, )
< 10,3 pts|. En efecto en primer lugar f((p,q) * (r,s)) = f(pr,ps + q)
(pr,b(ps + q)) vy por otro lado f(p,q) * f(r,s) = (p,bq) * (r,bs) =
(pr,pbs + bq) = (pr,b(ps + q)) < |1 pto|. Se concluye que es un homo-
morfismo (morfismo) < (0,2 pts| v'.

Comentarios para correccion

En la obtencion de la igualdad | f((p, q) * (r,8)) = f(p,q) * f(r, s) | se asig-
na [0,5 pts| por cada célculo que lleva a (pr,b(ps + q)).




