PAUTA PREGUNTA 2 - CONTROL 3

Sea z(t), para t > 0, la posicion de un oscilador armoénico que se encuentra en reposo para t = 0,
y satisface la ecuacion
24+ 22+ 22 = f(t),

f@)
donde f(t) es un forzamiento no nulo sélo para t € [0, w[. Este

forzamiento comienza valiendo 7 en t = 0, para luego decaer
linealmente hasta cero en t = 7, como se muestra en la figura.

a) Exprese f(t) usando funciones de Heaviside.

Respuesta: La funcion lineal que une los puntos (0,7) y (7,0) es y = w — ¢, por lo

tanto
0 si t<0

fe)y=9 m—t si 0<t<m
0 si t>m

En términos de funciones de Heaviside
f@)=(H() - HEt—m)) (r—1)

(también H(t) se puede escribir como Hy(t), y H(t — ) como H(t)).

Distribucién de puntajes:

= Determina la funcién lineal (0,2 pts).
s Expresa usando funciones de Heaviside (0,3 pts).

OBS: La expresion f(t) = (1— H(t—m)) - (m — t) no es correcta, pero no va influir en
el célculo de la transformada mas adelante, y es igual a la expresion buscada para
t > 0. Descuéntese 0,1 s6lo en caso de que el alumno no haga esta observacion.

b) Encuentre la transformada de Laplace L£[z(t)](s) de la solucion de la ecuacion del oscilador.

Respuesta: Se aplica la transformada de Laplace a la ecuacién del oscilador. Como el
oscilador parte del reposo, 2(017) =0y 2/(07) = 0.

2" +2 +22=(H({t)—H({t—7)) (mr—1t)
s2L[2](s) — s2(07) — 2/(07) 4 25L[2](s) — 22(0F) + 2L[2](s) = L[H (t) (7 — t)](s)
— LIH(t — m)(m — 1)](s)
(s2 4+ 25 + 2)L[2](s) = L[r — t](s) — e L[] (s)
m 1

(> +2s + L) == — 5 + e—”ssé




Por lo tanto

s 1 1

EE@Ne) = s(Z 12512 #(212512) e_mm

Distribuciéon de puntajes:

Linealidad de la transformada

Transformada de la 1ra y 2da derivada

Transformada de constantes y potencias de t

( )
( )
Transformada de traslacion en la variable ¢ (con funciones de Heaviside) (0,6 pts).
( )
( )

Despeja L[z(t)](s)

¢) Encuentre la solucion z(t), para t > 0, muestre que es continua y que para t > 7

™

) e cos(t) — 5e—'f sen(t).

2(t) = — (W

2

Solucién: Buscamos la transformada inversa para cada uno de los términos en la
suma, obtenida al final de la parte anterior, y después aplicamos la linealidad de la
transformada.

s 1 s+2
8(82+25+2): _5_52+25+2]
w1 542
- _s_(s+1)2+1]
_m[1 s+1 1
B _5_(8—1—1)24—1_(54—1)24-1}

(L[1](s) — L[cos(t)](s + 1) — Lsen(t)](s + 1))

N[AIN[INF N N[ N

(L£[1](s) — L[e " cos(t)](s) — L[e " sen(t)](s))

L[1 — e "cos(t) — e sen(t)](s).

1
s2(s%2 + 25+ 2)

52—1—254—2+;2 s

Ereir
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s+1 1 1
[(s+1)2+1 +S2_J
(Lleos(t)](s + 1) + L[] (s) — L[1](s))
(Lle™" cos(t)](s) + LI[t)(s) — L[1](s))

Lle " cos(t) +t — 1](s).




B 1 e~ TS .
s = t t—1
€ 52(52+28+2) 92 ‘C[e COS( )+ ](5)

= %E[H(t —m) - (e cos(t — ) +t — 7 — 1)](s)
— L m) - (—e o) + £ — 1= 1))

Por lo tanto

s 1 1

EHOIE) = s(212512) (21 2512) e_mm

= §£[1 — e "cos(t) — e "sen(t)](s)

- %E[e_t cos(t) +t — 1](s)
4 LL{H (=) (e cos(t) + £ = 7 — 1)(s).

y asi
z(t) = g(l — e tcos(t) — e 'sen(t)) — %(e_t cos(t) +t—1)

+ (H(t—7) - (—e T cos(t) +t — 7 — 1)).

DN | =

Ahora la continuidad para ¢t > 0. El anico valor de ¢ para el cual z(¢) podria tener un
salto es t = 7, asi que analizaremos los limites laterales lim z(t) y lim z(¢).
t—t t—m—

o #46) = o (il — =" wusl(f) — =Pni(5) — %(e*t cos(t) + — 1)

t—s— t—m 2
= Z(1+e™) - %(—e—” —
tl_f)ITIrl_'_ 2(t) = }gITlr g(l — e tcos(t) — e 'sen(t)) — %(e*t cos(t) +t—1)
+ %(—e—t” cos(t) + 1 — 1 — 1)
- g(1+e*”)—%(—e*”+w—1)+%(1+w—w—1)

s

1
2(1 +e ™) — 5(—6*7r +7—1).

Son iguales. Asi que z(t) es continua para ¢ > 0.

Finalmente, para t > ,

z(t) = g(l — e 'cos(t) — e fsen(t)) — %(e_t cos(t) +t—1)




Distribucién de puntajes: El puntaje se otorga por manejar correctamente lo siguiente:

» Uso de fracciones parciales (0,4 pts).
» Manipulacién algebraica adicional de las expresiones (0,3 pts).
s Aplicar la linealidad de la transformada (0,2 pts).
» Reconocer transformadas conocidas (seno, coseno y constantes) (0,7 pts).
= Reconocer transformadas trasladadas en la variable s y aplicar la propiedad de

traslacion correspondiente (0,7 pts).
» Aplicar la propiedad de traslacion en la variable t (donde aparecen funciones de

Heaviside) (0,6 pts).
» Analizar la continuidad en ¢t = 7 (0,3 pts).

» Reemplazar los valores de H(t—) (o, equivalentemente, H.(t)) parat > myt <
tanto en los limites laterales como para la expresion final (0,3 pts).




