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PAUTA CONTROL 3

a) (2 pt.) Encontrar f continua y de orden exponencial, f: R — R tal que

35 —2

LU@N) = a0

Solucién
Notemos que s? + 45 +20 = (s +2)2 + 42 y 35 —2 = 3(s + 2) — 2 - 4, luego
35— 2 3(s +2)

Z+45+20 (s+22+42 T (s+2)2+42
= L[f(x)] = 3L[e " cos(4x)] — 2L[e>* sen(4x]) + [0,8 pts]

= f(z)=e2® (3 cos(4x) — ZSen(4m)> + (0,5 pts| v/,

+ [0,7 pts]

la cual es una funcién continua y de orden exponencial.

b) Un tanque contiene 500 1 de una solucién salina con una concentracion inicial de sal de

0,2 kg/1. Durante los primeros 10 min se abre la valvula A anadiendo 12 1/min de una
solucion con una concentracion de sal de 0.4 kg/1. Después de 10 minutos, se cierra la
valvula A y se abre la valvula B, la cual agrega solucion salina con concentracion de
0.6 kg/1 a una tasa de 12 1/min. La véalvula de salida C elimina la solucion del tanque
a una tasa de 12 1/min, manteniendo siempre el volumen constante.

12 L/min
0.4 kg/LL

|

1) (1,5 pt) Si z(t) es la cantidad de sal en el tanque (en kg), pruebe que satisface
una ecuacion del tipo

2'(t) = —cx(t) + f(t), t € [0,00); z(0) =500-0,2.

Determine ¢y f(t).
Ind: Al plantear la ecuacion, preociipese que las unidades fisicas sean coherentes
entre los distintos términos.



x(t) cantidad de sal en kg. Inicialmente hay 5001 - 0,2 kg/l, por lo tanto
z(0) =500 - 0,2. (No tiene puntaje)

7
T tasa a la que entra sal — tasa a la que sale sal

La tasa a la que sale sal del tanque es: 12 1/min -%kg/l < (0,6 pts|. Por
otra parte

121/min - 0,4kg/l 0 <t <10

tasa a la que entra sal = { 121/min - 0, 6kg/1 ¢t > 10

[0,6 pts| por esta expresion, también es correcto usar como intervalos 0 <
t <10 y t > 10. Por lo tanto:

dz 12

= >

= i + f(t),para t >0,
sy = { 48k 0<t<10

~ | 7,2l/min-0,6kg/l t> 10

|0,3 pts| por escribir la ecuacién con la funciéon f explicita. .

2) (1 pt) Demuestre que L[x(t)] satisface

4,8 2,4
) —1-776_108
S

S

<s + 51020> Cle(t)] = 100 +

para s > 0



Tenemos que
dx 12

2 = £(-505m) + L)

Usando la propiedad de la transformada de la derivada y la condicién
inicial z(0) = 500 - 0,2 = 100 obtenemos:

L£(

12
100 = — -2
sL(z) — 100 500£(l‘) + L(f(t))
[0,3 pts| por esta expresion. El calculo de £(f(t)) se puede hacer de forma
directa o con funciones de Heaviside. En cualquier caso el calculo tiene un
puntaje de [0,6 pts|

L(f@) = J3°4,8e~5tdt + [ 7,2¢~*dt
—st st

=4,8—|° + 7,23

_ 1
—4,8(;—
:4_;8+2,467

S

e—lOs

—10s
s > +7’26 s
10s

Por lo tanto, arreglando los términos se tiene la formula < [0,1 pts]

12 4,8 2,4 10
ainll =1 22 2= s /.
<3+500) L(z) 00 + S 4 o v

3) (1,5 pt) Determine la funcion z(t).



Para esto despejamos L(z) obteniendo:

100 4,8 2,4 —10s
Loy = 77 + Gr2) st

ST350 8T 500 S8 500
Para obtener estas transformadas partimos por descomponer en fracciones

parciales
1 A B

eler 12V o T o 12

S (S + m) S S+ 550
Asi A(s—i—%) + Bs = 1, por lo tanto A = —B y A% = 1. De aca
obtenemos A = 500/12 = 125/3, B = —125/3 <« (0.3 pts|. Por lo tanto

100 A B A B
L(z) = —F5+4,8 <— + —12) +2,4e71° (— + —12> < (0,2 pts].
= S S 500 § s+ 500

Por otra parte

100
£ (—) = 100e™ 500" < [0,2 pts]

12
500
A B
ﬁ_l <4, 8; =4 ﬁ) = 4,8 <A 4 Be_%t) — [0,3 ptS]
$ T 500

y finalmente usando lo anterior y la férmula de la traslacion, obtenemos

£1 (2,4@‘108 (é + %)) = 2,4H (t — 10) (A + Be_%(t_10)>
S S + 500

< 10,4 pts|. Finalmente, sumando los valores y reemplazando A y B (no
es obligatorio) obtenemos:

2(t) = 100e~ 50" + 4,8 (% - 3356)—5150’5>

125 12
+2,4H(t — 10) (% — T‘r’eslo%“w)) (0,1 pt]

/2 0<z<6

P2. Considere f : [0,00[— R, dada por z — f(z) = { 3 x> 6

a) (2,5 pts.) Calcular L[f(z)](s).



Solucion

|

Primero se verifica que f(z) = % (Ho(z) — He(z)) + 3Hg(z) < [1 ptol, ahora
calculemos su transformada

6_65
L[f ()] = [ (Ho(2) - He(z))] +3- =— « [0,5 pts|
= —% : di( [(Ho — He)( )]) IR 0,2 pts]
:_% di(l_e ) - « (0,3 pts]

1
= @—6 68252 <—[05pt5]\/

Comentarios para correccion

|

e Es valido que la escritura de f en términos de funciones Heaviside se base
en argumentos graficos o analiticos, ambos de ser correctos tienen el puntaje
respectivo (lo mismo para la siguiente parte).

\.

b) (3,5 pts.) Usando transformada de Laplace, resolver el problema

y' +y=f(z)
y(0) =0, 4'(0) = 1.

|

Solucion

Aplicamos transformada de Laplace a la EDO usando la parte anterior para la
transformada del lado derecho f y las condiciones iniciales del problema

Lly"] + Lly] = 2—22 — 6_652—; + [0,5 pts]
0 1
= $2Lly] — syl T~ YT+ Lls] = 55 — ey ¢ [05 pis
1 1 1
= Lly] = 2 +1 + 252(s2 + 1) - e_ﬁsm + 10,5 pts|
1 1 1
notamos que 2T D) =2 211 (0,5 pts|
1
= m = L[z] — L[sen(z)] = L[z — sen(z)] + [0,5 pts]
Lly] = Lsen(z)] + L [—x - S;’n(x)} By [HG(”T) (z = 62_ sen(® — 6))] < [0,5 pts]

= y(z) = % [x + sen(z) — He(z) - (z — 6 — sen(z — 6))] (0,5 pts] v/




P3.

Comentarios para correccion

.

e En el desarrollo de esta parte en vez de descomponer el término m, se

puede ver que = L[x]- L[sen(z)] = L]z *sen(x)] gracias al Teorema de

1

s2+1)
convolucion, calculando [i(x — ) sen(u)du = x — sen(x) se obtiene lo mismo
de arriba, por ende un desarrollo con esta argumento tiene el mismo puntaje

de estar correcto.

J

a) Considere la siguiente ecuacion que modela un sistema masa resorte con un amorti-
guador, al que después de 7/2 segundos es golpeada por un martillo que ejerce un
impulso sobre la masa. El sistema queda descrito mediante el problema de valor inicial

"+ 22 +10x = C(S%, t>0; z(0) =1, 2/(0) = —1.

1) (2 pt) Determine la solucién en términos del parametro c.
Solucion

Aplicando transformada de Laplace se tiene

L(2") +2L(2") +10L(2) = L(cdz) = ce ™% « (0,2 pts|

s2L(z) —s-1— (1) +2sL(z) —2-1+10L(z) = ce™*2 « (0,3 pts]
s+1 c

T2 125110 21254100
s+1 c

G+12+9  +12+9°

= L(x) 5% + (0,2 pts|

= L(x) = =57 [0,5 pts]

= L(z) = L[e " cos(3t)] + cL [%e‘t sen(3t)] €2 « (0,3 pts]

—xz(t) = e~ cos(3t) + c%e_(t_”/m sen(3(t — 7/2)) - H(t — w/2) < [0,5 pts|.

2) (1 pt) ;Qué valor debe tener c para que la masa quede detenida para ¢ > 7.

Notando que § sen(3(t —m/2)) = § cos(3t) < [0,5 pts|, luego para t > /2
la suma es 0 si

e ' cos(3t) + e_(t_“/2)§ cos(3t)-1=0=|c=—3e2 |+ [0,5 pts]




Comentarios para correccion

.

Otra manera de hacer esta parte es verificar que en t = 7/27 la solucion es
0 por lo que se necesita que la derivada de la solucién para t = 7/2% sea 0,
se verifica que en t = 7/2~ implica z(t) = e~™/% cos(37/2) = 0 «+ [0,5 pts|
yent=m/2" la derivada es

_e_ﬂ/2 COS(37T/2) = 36_7T/2 Sel’l(37'('/2) = 36_7r/2 — [073 ptS],

como al agregar cdr/; al lado derecho se suma c a la derivada en 7/2
(pues cd, /o cambia la velocidad instantaneamente en 7/2 en ¢ ), entonces

necesitamos que 3¢™2 4 ¢ = 0 es decir | ¢ = —3e 2 |+ [0,2 pts| V.

b) (3 pt) Use transformada de Laplace para resolver el sistema de ecuaciones

¥ =y+sent, £(0)=2
Yy =x+2cost, y(0) =0.



Aplicamos transformada al sistema,

L&) = £(y) + Lsen(t)) = L(y) + ﬁ — (02 pts|

L(y') = L(z) + 2L(cos(t)) = L(x) + 2

< (0,2 pts|.
21 0,2 pts]

Usando las condiciones iniciales se llega a

SC(z) ~ L) =2+ — L 01t

+1
+ (0,1 pt].

sL(y) — L(z) = 2521 -

5 2 ER] -2 ] <oz

EA e T e ol

Calculando para cada transformada se llega a

Luego

2s 3s
CEN D R CE T TS
4 1

L) = D6+ @6+ 0O psk

+ (0,3 pts|

Ahora (fracciones parciales por ejemplo) se tiene que

1 1 1
G-+l 26-1 26+1) 0,1 pt]

S 1 1
(s—=1)(s+1) B 2(s+1) + 2(s — 1) < (0,1 pt]
1 - - . ! 0,1
(2+1)(s—1)(s+1)  2(s2+1) +4(s_1) T A+ < 10,1 pt]
s s 1 1
(s2+1)(s—1)(s+1) - To(s2 + 1) + i —1) + G+ + (0,3 pts].

Finalmente gracias a esto se reconocen transformadas conocidas obteniendo

() = Zet + ge_t _ ;cos(t) 103 pts].
7.7, 1
y(t) = Zet = Ze_t + 3 sen(t) < (0,3 pts|.




