Control 3

- MA1101
rCf‘ﬂ FASULTAD DE GINGIAS Introduccién al Algebra 2024-3
P1.

(@) Sea (G, ) un grupo.

(i) (1punto)Sean € IN, n > 1. Muestre (sin usar induccion) que si G es abeliano entonces
Va,be G (a-b)" =a"-b"

(i) (2 puntos) Muestre que si
Ya,be G (a-b)? =a?-b?

entonces G es abeliano.

Solucién
(a)
(i)
(@a-b)*=a-b-a-b---a-b-a-b definicion de (a - b)" (0.4 puntos)
S~————
n veces
=q- -+ -a-b .-~ -b  conmuitatividad aplicada 71 veces (0.4 puntos)
—— ——
n veces n veces
=qa".b" definicion de a” y de b" (0.2 puntos)
(i)
(a- b)2 = abab por defincion de (4 - b)2 (0.4 puntos)
= a?b? por hipétesis (0.4 puntos)

= aabb  por defincion de a® y de b? (0.4 puntos)

es decir abab = aabb. Multiplicando por la izquierda de es esta igualdad por a™l! y por la derecha por bt
llegamos a

a Yabab)b™! = a ' (aabb)b™

(a_la) ba (bb_l) = (a_la) ab (bb_l) asociando (0.4 puntos)
ebae = eabe aplicando defincién de inverso
ba = ab definicién de neutro (0.4 puntos)

es decir el grupo es conmutativo.

b
) Considere E = {a +bV2:a,be Z} con la suma y el producto usual, es decir

(a+0V2) + (@ +0V2) =@+a)+ G+ W2 (a+8V2) - (0 +'V?2) = aa’ + 20V + (@b’ + ba’)V2

(a) (1 punto) Encuentre el neutro de la suma.
(b) (1 punto) ¢ Existe el neutro de la multiplicacién? Justifique
(c) (1 punto) Encuentre los divisores de cero.

Observacion: no es necesario mostrar que (E, +, - ) es anillo.

Solucién



(@) El neutroes 0 = 0 + 0V 2. En efecto

a+b\V2+0+0 2:(a+0)+(b+0)\/5

=a+ b\/E (0.5 puntos)
0+0 2+a+b\/_ = (0+a)+(0+b)\/§
=a+ b\/E (0.5 puntos)

(b) Si, enefecto 1 + 0\ 2 € E es tal que

(a+6V2) - (1+0V2) =a-1+2- 60+ @0 +b-1)V2

=a+ b\/E (0.5 puntos)
(1+0v2) - (a+bV2) =1-a+2-0b+(0a+1-6)V2
=a+ b\/E (0.5 puntos)

(c)Seax =a+ b\/E € E un divisor de cero, es decira # 0 V b # 0. Se tiene entonces que existe
xX'=a"+b"V2 € Econa’ # 0V V" # 0tal que

aa’ +2bb" =0 (1) (

0.2 t
ab’+ba’ =0 (2) puntos)

aa’ +2bb + (@b’ +ba’)V2 = 0 = {
Multiplicamos (1) por by (2) por a para luego restar
baa’ +20%b — (a®b’ +aba’) = 0 = 2b°b' —aV’
= (20> -a?)b' =0

—= b =0Vv2b?>-a®>=0 (3) (0.4 puntos)

Sib” = 0 reemplazamos en (1) y en (2) para obtener que aa’ = 0 A ba’ = 0. Notamos que a’ no puede ser nulo

pues sabemos que X" # 0, lo que los dice que a = 0 A b = 0, pero esto tampoco puede ocurrir, pues x # 0. Se

concluye que b” # 0 (0.2 punto) y por lo tanto, gracias a (3) se tiene que 2b% — 4% = 0. Sin embargo

W -a2=0 e (a+0V2)(-a+pV2) =0

y por tanto a + b\/E =0V-a+ b\/ﬁ = 0. Se deduce que a = —b\/E ¢ Z., lo cual no es posible, pues x € E'y

del mismo modo a = b\/a ¢ Z., lo cual tampoco es posible nuevamente pues x € E. (0.2 puntos) En conclusion E

no tiene divisores de 0.

P2.
(@) (3 puntos) Muestre (sin usar induccion) que para todo 71 € IN, 11 > 1 se tiene que
(I+itan0)" + (1 —itan 0)" = 2sec"0 cos nb

(b) (3 puntos)Para@ € Ryn € IN, n > 2 encuentre todas las soluciones complejas de

n-1 n—-1
D zF cos(k0) = i Y, z* sin(—k0)
k=0 k=0
Solucién
(a) Sea 01 el argumentode 1 + i tan 0. Dadaque Re1 +itan 6 = 1 > 0 se tiene que

tan 0
01 = arCtan[T] = 6 (0.4 puntos)



Ademas |1 +itan 0| = \/11 +tan?0 = \/seCZQ = |sec 6|, (0.4 puntos) de esta forma

1+itan O = |sec 0]e’(0.4 puntos) = (1 + i tan )" = |sec 0]"e"%(0.4 puntos)
Porotrolado 1 —itan @ = 1+itan 6 = |sec Ole " (
(1-itan 6)" = |sec 0|"¢ ™7 (0.3 puntos)

0.3 puntos) y por tanto

Asi
(1+itan0)" + (1 —itan 0)" = |sec 0|"e™’ + |sec O|"e™0
= |sec 0]" (™7 + ¢
= |sec O|"(cos(nB) + i sin(nO) + cos(—nb) + i sin(-n6)) (0.4 puntos)
= |sec O|"(cos(nB) + i sin(nb) + cos(nb) — i sin(no))
= 2|sec O|" cos(nb) (0.4 puntos)

n-1 n-1 n-1 n-1
Y zF cos(k0) = i Y, zF sin(—k0) = D zF cos(kO) = —i D,z  sin(k) (0.4 puntos)
k=0 k=0 k=0 k=0

n-1 n-1

— Y, 2" cos(kB) + Y, iz" sin(k6) = 0
k=0 k=0
n-1

— Y, 2" (cos(kB) + i sin(k6)) = 0
k=0

n-1
= szeike =0 (0.4 puntos)
k=0

n-1

— Z (zeiﬂ)k =0 (0.4 puntos)
k=0

n-1

Notamos que ze'? # 1 ya que en caso contrario Z 1" =n-1= 0, lo cual no es posible pues por hipétesis 11 > 2.

k=0
(0.4 puntos). De esta manera
. n
n-1 " 1— (Zeze)
Z (Zele) =—F0F>= 0 (0.5 puntos)
=0 1—ze'
ig\" 6 . s .
y en tal caso (ze ) = 1 es decir ze" es una raiz 11-ésima de la unidad, por lo que
ze'? = 2™k | =0, ... ,n—1 (0.5 puntos)

y se deduce entonce que la ecuacion tiene 1 soluciones dadas por
z=e¢ " k=0, ...,n-1(0.4 puntos)

P3.
Sean +y - el producto usual en C. Definamos

Si={zeC:|z| =1}
(@) (1.5 puntos) Decida si z1*zp = z1 - Z, es unal.c.i. en S ono

(b) (1.5 puntos) Muestre que S1 con la multiplicacién usual es un subgrupo de (C \ {0}, )



(c) (1.5 puntos) ¢Es (S1, +, +) un anillo? Justifique.
(d) (1.5 puntos) Y si cambiamos la suma usual por la suma de Hadamard dada por

Z1+ 2y
21 ®2y = ———
|z1 + 22|

ces(Sq, @, +) unanillo?

Solucién

(a) Sabemos que - esunal.c.i, luego z1 -z, € C (0.5 puntos), ademas
2
|z1*2>| = |z1 - Z,] (0.5 puntos)
1%42 1742
= |z1]]Z,|

= |z1]lz2]
=1-1=1 (0.5 puntos)

porloque z1 - Z, € S1 y por tanto * es una l.c.i
(b)
+ 51 noesvaciopues z = 1 estal que |z| = 1y portanto 1 € S; (0.5 puntos)

1|_|Z_1|—1
lzo] 1

(c) No, de hecho + noesunal.ciyaquel € S;,pero1+1 =2 ¢ S;. (1.5 puntos). Observacion: no es la unica forma
de resolver el ejercicio, ante cualquier duda consultar.

- Seanzi,z; € Sy. Setiene que |z1251| = |z1]|z5 =1 (1 punto), por lo que z1z,* € S;

(d) No pues (S1, @) no es un grupo. En efecto (51, @) no es l.c.ien efecto i, —i € S1 pues |i| = | —i| = 1, pero
. . i—1
10—1= ——
|i -1l

lo cual no estéa definido. (1.5 puntos) Observacién: no es la Unica forma de resolver el ejercicio, ante cualquier duda
consultar.



