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CONTROL 3

Nota: Recuerde justificar adecuadamente sus argumentos; si estd usando resultados conocidos, in-
diquelo claramente y verifique las hipotesis.

P1. Definimos el conjunto
A={X CN| X es finito} C P(N).

a) (1.5 pts.) Demostrar que

A= U A,
keN

donde Ay = () ={Y CN||Y|=k}.

Solucién

Procedemos por contenciones.

C: Sea X € A un elemento arbitrario. Tenemos que X C N, y por tanto X € Ay para
k= |X|. Luego X € UkeN Aj. Como X se tomo6 arbitrario, concluimos que

Ac U 4.
keN

D: Para k € N arbitrario, tenemos que Aj es la familia de subconjuntos de N de
tamano k, por lo que cada elemento de Ay es finito, y por tanto Ai C A. Adicio-
nalmente, como esto se cumple para k € N arbitrario, tenemos que

U 4, C A.
keN

b) (2.5 pts.) Demostrar que Ay es finito y que para cada k € N\ {0}, Ay es numerable.



Soluciéon

Tenemos que Ag = {Y C N | |Y| = 0}, por lo que Ay = {0}, asi que Ay es finito.

Ahora vamos a mostrar que para cada k € N\ {0}, A; es numerable.

Definimos una funcion f : N — Ay donde f(n) = {n,n+1,...,n+k —1}. Vedmos que
f es inyectiva. Para n,m € N con n # m, tenemos que f(n) ={n,n+1,...,n+k—1}
y fm)={m,m+1,...,m+k—1}, y como n # m, entonces f(n) # f(m). Se concluye
que f es inyectiva, y por el resultado del apunte tenemos que |Ag| > |N|, y como N es
un conjunto infinito (demostrado en clase), tenemos que Ay es infinito. ...... 0.5 pts.
por mostrar que A; es infinito

Para ver que Aj, es numerable, definimos la funcién f; : A, — N*, donde

fk({ml, 500 ,.’L‘k}) = (.’1}1, 000 ,xk).

Veamos que f, es inyectiva. Sean X = {x1,..., 23}, X' = {2],..., 2.} € Ay arbitrarios
con X # X'. Entonces existe ¢ € [k] tal que x; # . Entonces

(X)) = (21, ..., 2x) # (2, ..., 2) = fru(X)).

Por tanto, fr es inyectiva. ...... 1 pt. por determinar una funcién inyectiva de Ay a
un conjunto numerable

Por definicién del cardinal de conjuntos, tenemos que |Ay| < |[N¥|, y dado que N¥ es
numerable, tenemos que |Ay| < |N¥| = |N|, asi que A, es numerable. ...... 0.5 pts.

por mostrar que A; es numerable

.

c) (1 pt.) Aplicar un resultado conocido para demostrar que A es numerable.

Tenemos que Ay es finito y Ay es numerable para cada k € N\ {0}, y por el primer inciso
tenemos que A = UpenAg. Luego, A es la unién numerable de conjuntos numerables y
un conjunto finito, y por el resultado del apunte tenemos que A es numerable. ... 1 pt.

d) (1 pt.) Decida si B ={X C N| X es infinito} es numerable.

B no es numerable, ya que, si lo fuera, entonces P(N) = A U B seria numerable pues
A es numerable. Pero sabemos que, en general, |E| < |P(E)| por lo que P(N) no es
numerable. ...... 1 pt.

P2.

a) Sea F = RY = {f : N — R | f es funcién}. Definimos la ley de composicién * en F de la
siguiente manera: Dados f,g € F,

(f*xg)(n Zf (n —1) Vn € N.

a.l) (1 pt.) Demuestre que * es conmutativa.



Solucién

Tomamos f,g € F y n € N elementos arbitrarios. Utilizando cambio de indices
1 — n — i, y utilizando que el producto en R es conmutativo, tenemos que

(fxg)(n) = f(i)g(n—i) = > f(n—i)g(n—(n—i)) = > _ f(n—i)g(i) = (gxf)(n).
i=0 i=0 i=0
Se concluye que * es conmutativa. ...... 0.5 pts. por hacer cambio de indices

correctamente, y 0.5 pts. conmutar el producto f(n —1)g(i) € R.

a.2) (2 pts.) Determinar si (F,*) admite neutro, y en caso afirmativo, determinelo.

Soluciéon

Se debe encontrar un elemento e € F que actiie como neutro, si existe. Tal e debe
cumplir que f x e = f para toda funcién f € F, es decir, e debe cumplir para

todon € Nque (fxe)(n) = f(n). ...... 0.5 pts. por enunciar correctamente las
condiciones que debe cumplir el neutro
Explicitamente
(fxe)(n) = f()e(n —i) = f(0)e(n) + f(1)e(n — 1) +... f(n)e(0) = f(n),
=0

0.5 pts. por lo tanto, elegimos e tal que e(0) = 1 y e(n) = 0 para todo n € N*.
Concluimos que el neutro existe y estd definido de la siguiente manera:

() — {1 sin=0,

0 en otro caso.

...... 1 pt. por demostrar la existencia del neutro y determinarlo.

b) Para el anillo (Z,,, +n, ) se define el conjunto de elementos invertibles

Z;, = {[a]n € Zy, | existe [b],, tal que [alp - [b]n = [1]n}-

n

Asuma que (Z§, -9) es grupo.

b.1) (1 pt.) Demuestre que [2]g € Z§ y que [3]g & Zs.

La clase [2]y satisface [2]5 = [1]o y por lo tanto es invertible con inverso [2]§ = [5]o.
Esto implica que [2]3 = [4]o, [2]3 = [8]o, [2]¢ = [7]o son invertibles con inversos
2]5, [2]3, [2]2 respectivamente 0.5pts. Por otra parte, [3]g no es invertibles pues es
divisor de cero: [3]3 = [9]g = [0]y, de donde se concluye lo pedido 0.5pts.

b.2) (1 pt.) Pruebe que H = {[1]o, [8]9} es subgrupo de (Zg, -9) y que A = {[1]o, [2]9, [4]9, [8]9}
no lo es.



Por la caracterizacion de subgrupo tenemos que H # () es subgrupo si y solo si

8] € H pues en el producto z -9 y~!, = oy es [1]g. Asi, H es subgrupo ya que

[8]9_1 = [8]9 € H, pues [8]9 ‘9 [8]9 = [8 . 8]9 = [64]9 = [1 +9- 7]9 = [1]9. 0.5ptS. Por
otra parte, A no es subgrupo [2]g -9 [8]g = [16]g = [7]g ¢ A. 0.5pts.

b.3) (1 pt.) Encuentre las traslaciones [8]g -9 H, [2]g -9 H y [4]o -9 H del subgrupo H del item
anterior.

Notemos que, si a € H, entonces su traslacion queda igual, es decir, a-g H = H para
a = [1]9, [8]9 0.4pts. Por otra parte, [2]9 9 H = {[2]9 9 [1]9, [2]9 ‘9 [8]9} = {[2]9, [7]9}
0.3pts. Finalmente [4]g -9 H = {[4]o, [4 - 8]0} = {[4]o, [5]o} 0.3pts.

P3. Considere un conjunto X con més de un elemento y el anillo R = (P(X), +, ), donde
A+B:=AAB=A\BUB\A=(AUB)\ (ANDB) y A-B=ANB.

Por otra parte, considere el anillo S = Z, es decir, S = {f : X — Zg| f funcién}, con la suma
y producto heredadas del anillo (Zg, +2,-2), es decir, si f,g € S entonces f+¢g : X — Zo y
f-g9:X — Zsy se definen mediante

(f+9)(@) = f(x) +29(x), v (f-9)(2) = f(2z) 2 9(x).

a) Pruebe que la funcién ¢ : R — S, dada por ¢(A4) = x,, donde

(2) 1, sizeA
x) = ,
Xa 0, siz¢A

es un isomorfismo de anillos, es decir, pruebe que

a.1) (1.8 pts.) ¢ es homomorfismo de anillos.
a.2) (1.2 pts.) ¢ es biyectiva.



Soluciéon

a.1) Debemos probar que:

i) ©(A+B) = p(A)+p(B), es decir, que xaaB = X4 +2XB, para todo A, B € P(X).
0.3pts.

i) ¢(A-B) = p(A)-¢(B), es decir, que xanB = XA ‘2 XB, para todo A, B € P(X).
0.3pts.

ili) p(1r) = 1g, es decir, que x, es la funcién constante igual a 1. 0.3pts.

Para probar las igualdades de funciones basta probar que las imagenes de elementos
del dominio son iguales ya que es claro que las funciones involucradas tienen igual
dominio y codominio.

Veamos, para i) notamos que x4ap(z) = xa(z) = xp(x) =0siz € (AU B)° y que,
para x € AU B la tnica manera de que x4(z) = xp(z) =1 es que x € AN By, en tal
caso, xA(z) +2 xp(z) = 1+4+21 =0 = xaap(z), de donde se concluye la igualdad de
las funciones. 0.3pts.

Para probar i) notamos que la unica manera de que xa(x) -2 xp(z) = 0 es que
xa(z) = 0 o que xg(z) = 0, es decir, que x ¢ A o © ¢ B, equivalentemente, que
xz € (AN B)¢, de donde se sigue la igualdad de las funciones. 0.3pts.

Es claro que se cumple 4ii) pues x, (z) = 1 si y solo si € X, lo cual es cierto pues X
es el dominio de las funciones en S. 0.3pts.

a.2) Debemos probar que:

i) ¢ es inyectiva, lo cual equivale a probar que ¢(A) = x4 = 0s = A = 0(= Op).
0.3pts.

ii) ¢ es epiyectiva, es decir, si f : X — Zs es funcion, entonces f = x4, para algin
A e P(X). 0.3pts.

La inyectividad se desprende directamente de la caracterizaciéon arriba ya que
XA(x) = 0 para todo € X si y solo si, para todo = € X se tiene que z ¢ A, lo cual
ocurre si y solo si A = (). 0.3pts.

Finalmente, ¢ es epiyectiva pues si f : X — Zg, entonces f = x4, donde A = {z €
X | f(z) = 1}. 0.3pts.

b) Sea A # () subconjunto de X.

b.1) (2 pts.) Pruebe que A es divisor de cero en R si y solo si ¢(A) es divisor de cero en S.

b.2) (1 pt.) Considere Y = {a} C X. Use que YN X \Y = () y el item anterior para encontrar
dos divisores de cero en S.



Solucién

b.1) Procedemos por doble implicancia.

=: Si A es divisor de cero en R, existe B # Op tal que A- B = 0r 0.3pts., esto
implica que (A - B) = p(A) - p(B) = ¢(0r) = 05 pues ¢ es homomorfismo de grupos
(aditivos). 0.4pts. Concluimos que ¢(A) es un divisor de cero pues @(A), p(B) # Og
al ser ¢ inyectiva 0.3pts.

<: Si p(A) es divisor de cero en S, entonces existe B # 0g € S tal que p(A4) - B = 0g
0.3pts. Como ¢ es epiyectiva, B = ¢(A), para algin A # Ogr y se tiene que
©(A)p(A) = p(A- A) = 0g 0.4pts. Concluimos que A - A = 0g por la inyectividad de
@ v asi A es divisor de cero 0.3pts.

b.2) Si x € X consideramos el conjunto Y = {z} # 0. Como X \Y =Y° # 0 si X
tiene méas de un elemento 0.5pts., se tiene que Y - Y¢ = 0g y por lo tanto p(Y) = x,
y ¢(Y¢) = x,. son divisores de cero en S. 0.5pts.




