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PAUTA CONTROL 2

P1. a) (3 pts) Considere la EDO

Y — 4y + 5y = 2.

1) (1 pts) Encuentre la solucion de la ecuacion homogénea asociada.

La soluciéon homogénea es la solucion de la EDO homogénea asociada
y'—4y +5y=0

Es una EDO a coeficientes constantes, lineal.
El polinomio caracteristico de la EDO es

p(A\) =A% —4X+5 (U pts]

5 +0.3 ptos
Sus raices son

_4+VE2_45 4+2/F-5 0.1 pts
B - 2

=247 <« | O pts

A
1,2 5
Las raices de p(\) son complejas conjugadas, luego las funciones linealmente
independientes que son soluciones de la EDO homogénea son

Y, (z) = e2® cos(x) « [0.2 pts]

Yn,(z) = e2®sin(z)  « [0.2 pts]

Y la solucién homogénea es

11) (1 pts) Encuentre la solucion particular de la ecuacion.

Solucion

La solucién particular se puede encontrar por lo menos de dos formas: usan-
do la férmula de variacion de parametros y usando coeficientes indetermi-
nados.

Forma 1: Variaciéon de parametros

Yp = V1(2) Y, (x) + vo(z) ypy(x) < [0.1 pts]

yn(z) = c1e® cos(z) + cye®® sin(z) < (0.1 pts] C1,c2enR->+p.1pts
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De la formula de variacion de obtiene que

/ Q Q) yny () « [0.1 pts]
Wy

h1 ) yhz)

8

/Q i ( )d + [0.1 pts]
yh1 ) yhz)

Como la EDO esta normalizada, Q = 2¢?*. Ademaés

Yn, () = e® cos(z) ;  yn,(x) = e® sin(z)

Luego el Wronskiano queda

Yh,  Yhs

W (YhisYho) = 50" 22| = YniVhy — Yn,Yns < (0.1 pts]
Yni  Yn,

Y, = % (e 2 cos(x )) =2e 22 cos(x) — e** sin(x)

W(zx) = e*cos(x)-e?® (2sin(z) + cos(x))
_e2 sin(z) - F (2 cos(z) — sin(z))
= ¥ 2 cos(z) sin(z) + cos®(x) — 2 cos(x) sin(z) + Sin2($)]
= e (0.1 pts]

Luego se tiene,

2 Die | 208 <8
vi(z) = /Q yyh2 _/ . stm(aj) dx

h1 ) th

= —2/sin(x) dx =2cos(z) <« [0.15 pts]

2e2% . 2% cog(x:
va(x) = /Q yyhl :/ i ( )dx

h1 s yh2

= 2/cos(a;) dxr = 2sin(z) <« [0.15 pts|

=yp = vi(2)yn (¥) + va(7) yny(2)

2 cos(z) €% cos(x) + 2sin(z) e
2¢** (cos?(z) + sin?(z))

=y, = 2% <+ [0.2 pts]

2 gin(z)

Forma 2: Coeficientes indeterminados (ver comentario al final)




El lado derecho de la EDO es: Q(x) = 2¢2*. El operador diferencial que

anula el lado derecho es
P (D)=D -2 <+ |0.2 pts|
Luego la EDO original
Y — 4y + 5y = 2=

Se puede reescribir como P(D)y = 2e2*, donde P(D) = D? — 4D + 5, es
decir

(D? —4D + 5)y = 2¢*®
Si aplicamos P (D) a ambos lados, se obtiene:
(D —2)(D* —4D +5)y = (D — 2)2e** =0

Luego se nota que las raices del polinomio caracteristico del operador P(D)
son Ao =244 (ver parte I) y que la raiz del polinomio caracteristico de
Py (D), es decir

p1(A)=A—=2, esA3=2 < [0.2 pts]

Luego, como las raices de los polinomios caracteristicos de P(D) y P;(D) no
coinciden, la forma de la solucién particular se puede obtener directamente
de A3 =2 <+ (0.2 pts|, con lo que se obtiene

yp=A-e** con A € R constante < [0.2 pts]
Para obtener A, se reemplaza y, = A - €** en la EDO no homogénea:

— 4y;, + 5y, = 2¢%®

se tiene gy, = Ae*” Yp = 24e%*® Yy = 4Ae*®
Reemplazando:

4Ae®® — 4 .24 + 54e?® = 2%
= e*(4A—-8A+54-2)=0

= A=2

=y, =2  [0.2 pts

1) (1 pts ) Encuentre la soluciéon de la EDO que satisface las condiciones iniciales
y(0) =0, y'(0) = 0.



La solucién general de la EDO es
y(x) = yp(x) + yp(x) = C1e** cos(z) + C2e** sin(x) + 2¢**  + [0.3 pts]
La condicién inicial: y(0) =0

=y0)=C1-14+Cy-0+2=0
= C;=-2 <+ [0.2 pts]

Para y/(0) = 0 necesitamos y'(x)

9]

y'(z) = C1e*®[2cos(x) — sin(z)] + Coe?® [2sin(z) + cos(z)] + 4 « (0.2 pt

y(0)=C1-2+Cs+4=0

= (Cy=—4—-2C,

PeroCi = —2=0Cy=-4+4=0
=Cy=0 < [0.2 pts]

Luego la solucién al problema de valor inicial es

y(x) = —2e* cos(x) + 2€**
= y(z) = 2e*® [1 — cos(z)] « [0.1 pts]

b) (3 pts) Considere la EDO
(D —3)%(D? +4)D%y = 4¢°
1) (1 pts) Encuentre una base del espacio de soluciones de la EDO homogénea aso-

ciada, indicando para cada solucién de la base encontrada a qué raiz del polinomio
caracteristico se asocia.

Solucion

Una base del espacio de soluciones se puede obtener en funcién de las raices
del polinomio caracteristico de la EDO,

p(A) = (A =322+ 4)X% < [0.1 pts|

p(A) =0 = A1 =3 multiplicidad 2 <« [0.1 pts]
A23 = £2¢ multiplicidad 1 < [0.1 pts]
A4 =0 multiplicidad 2 < [0.1 pts]

Luego, una base puede ser formada por las siguientes funciones:

AM=3 = 7 23 < [0.2 pty
A23 ==£2i = cos(2x), sin(2z) < [0.2 pts|
AM=0 = 1, z <+ [0.2pts]




11) (1.5 pts) Muestre que Ae?* es una soluciéon de la EDO no-homogénea para un valor
especifico de la constante A, e indique dicho valor de A. Ind: Aplique el operador
diferencial a la funcion Ae?* para encontrar la constante A.

Solucion

Para mostrar que Ae” es solucion de la EDO, se reemplaza en la EDO,
obteniendo

(D —3)%(D? + 4)D?Ae® = 4¢® <+ [0.2 pts]
Luego, aplicando los operadores, del lado izquierdo de la EDO se desprende:

D?Ae® = AD?%® = Ae® + (0.2 pts]

—> (D?+4)D?Ae® = (D?+4)Ae”
= Ae® +4A4A€°
= bAe” <« (0.2 pts]

— (D —3)%(D* +4)D?4e® = (D —3)?54¢°

= 5A(D - 3)(D — 3)e"
= BHA(D — 3)(e® — 3e%)
= BHA(D —3)(—2€*) = —10A(D — 3)€”
= —10A(e" — 3e%)
= 20A4e” <+ (0.2 pts|

Luego, la EDO evaluada en la funciéon y = Ae® queda
204e” =4e” & €°(20A—4)=0 < [0.2 pts]
Comoe® >0 Vo =20A=4=A=4=1% <+ (0.3 pts]

Luego y, = %e“” satisface la EDO = y, = %ez es soluciéon particular.
+ (0.2 pts|

111) (0.5 pts) ;Cual es la solucion general de la EDO?

Solucion

La solucién general de la EDO es y(x) = yn(x) +yp(x)  + [0.1 pts| donde

yh(a:) = Ci1+ Cox + 036336 = C4x€3x
+C5 cos(2z) + Cgsin(2x) <+ (0.2 pts|

T

1
yp(z) = e + (0.2 pts|




P2. a) (3 pts) Determine la solucion general de la siguiente EDO:

!

2%y + 3z +y=0, x>0.

1) (1.5 pts) Busque primero una solucion de la forma y; (x) = 2™ y no olvide establecer
la ecuacién normalizada.

Solucion

/!

22y + 32y +y=0 conz >0

Como z > 0 se puede normalizar la EDO dividiendo por z2:
3

v+ =y + % =0 < [0.3 pts]
x x

n

Se postula y;(x) de la forma y;(z) = =

Verificando:

Reemplazando:

3 n
n(n —1)z" %+ —nz" ! + $—2 =0
i i

=n(n—1)2""2+3nz" 2+ 2" 2 =0
= n?—n+3n+ 12" 2=0
e m24+2m+1)z"2=0 <« [0.4 pts]

Comoz>0=n>+2n+1=0 < [0.2 pts|
Para obtener n se resuelve la ecuacion cuadratica:

—2++v4-4
n= ZEVASL L) s

Luego, una solucién de la EDO es:

yi(z) =271« [0.3 pts]

11) (1.5 pts) Use la formula de Liouville (método de reduccion de orden) para esta-
blecer la otra soluciéon linealmente independiente.

Solucion

Para la EDO normalizada:

3
'+ =y + % =0 < [0.1 pts]
77 77

1

Se sabe que y1(x) =z~ es solucion.




Para encontrar la segunda solucion ys(x), que sea Li. con y;(x), se puede
utilizar la formula de Liouville (método de reduccion de orden):

e Jai(z)dx
ya2(x) = y1(z) / de + 0.5 pts]

donde @;(z) es el coeficiente que acompana a y’ en la EDO normalizada:

3
= ai(z) = s [0.3 pts]

Veamos:

/El(m) dr = /%dm = 3In(|z|) = In(|z[*)

Pero x > 0, entonces:

= e~ Ja@dr _ =3 [0.3 pts]

Luego, de la formula de Liouville y recordando que y;(x) = 271,

-3 -3
:>y2(33) = l‘_l/—w_l)2 dr = x~ 1/%61%’
= _1/ dz =z 11n(|z|)

perox >0 = y(x) = ln( ) < 0.3 pts|

b) (3 pts) Considere la ecuacion y” + ¢(x)y = 0 donde ¢ es una funciéon continua.

1) (1 pto) Pruebe que el Wronskiano de cualquier par de soluciones linealmente in-
dependientes es constante.

Por la formula de Abel, se tiene que W = Ce~J@1(@)dz donde @) (z) es el
coeficiente que acompana a 1 en la ecuacion. Como este coeficiente es cero,
se obtiene que W = C constante. 1pt

11) (1 pto) Usando lo anterior, si se sabe que una de las soluciones de la ecuacion esta
dada por (1 + )2, encuentre la otra solucién linealmente independiente y calcule
el valor exacto del Wronskiano.



Usando la férmula de Liouville o reducciéon del orden con y; = (1 4 x)? se
obtiene que la otra soluciéon es

_cte 9 cte 1
b= Y1 & = 3 1+x
o cualquier multiplo de ella, por simplicidad escogemos cte = —3:
_ ! 0,75pt
Y2 = 1 . . , (0D

Esto también se puede obtener usando que el Wronskiano es constante y
resolviendo para ys la EDO:

Y1Ys — Y1y2 = cte.

Con esto, el Wronskiano resulta ser:

-1 1
W =y1h —yiy2 = (1 + x)zm —2(1+ x)(l ) 0,25pt

111) (1 pto) Calcule la solucion general de la ecuacion y” + q(x)y = 1 + z.

Solucion

Usamos variaciéon de parametros para obtener la solucion particular:

1
yp=—(x+1)2/(x+1)x“ bt /(m+1)($+1)2

-3 r+1 -3
de donde
z(1+ )2 1+ )3 3x — 1)(1 + x)?
o Stel (tof (oDt .,

de donde la solucién general es de la forma:

1 (3z —1)(1 4+ z)?
+ .
ie & 12

y=C1(1+z)?+Cy ] 0,25pt




P3. Las pequenas oscilaciones de una cuerda con un extremo fijo y otro libre y sometida a una
fuerza externa conducen al estudio de una EDO de la forma:

2
%—ijy:f(x), x € [0, 7] (1)
y0)=0, Y=o, ©)

donde f es una funciéon continua en [0, 7] y £ > 0 es una constante.

a) (2 pts) Encuentre una base {y1,y2} de soluciones homogéneas de la ecuacion (1) y
calcule el Wronskiano asociado W (y1,y2).

El polinomio caracteristico asociado a la EDO es
p(\) = X2 + k2

por lo que los valores caracteristicos, soluciones de p(A) = 0, son los complejos
conjugados

A2 = +ik.] 0,5pt

Las soluciones homogéneas son entonces

y1 = cos(kx), y2 =sin(kz).| Ipt

El Wronskiano asociado es:

| cos(kx) sin(kx) | -
Wy, y2;2) = ‘—k sin(kx) kcos(kz)| 0,5p¢

b) (2 pts) Use variacion de parametros para demostrar que una solucion particular y,
de la ecuacion (1) esta dada por:

Ind: Le puede ser util la formula sen(a + 3) = sen(«) cos(5) £ cos(a) sen(f).

Solucion

En la férmula de variacién de parametros

D y2(x) it

yp(x) = —y1(2) W W 0,5pt

podemos escoger las constantes de integraciéon arbitrariamente, pues esto con-
tribuye solamente en soluciones homogéneas que se suman a la particular. En
nuestro caso, las escogemos tales que:

S

1pt
0o W

wiz) = —n(@) [ 2+ @)




de donde se obtiene, reemplazando por las soluciones de la parte anterior, que:

yp(x) = —cos(kz) /Ox w&g + sin(kx) /ow Md‘s

— %/Ox sin(k(x — s)) f(s)ds, | 0,5pt

usando la formula del seno de la suma de angulos.

¢) (2 pts) Suponga que k es un entero positivo. Usando que la solucion general del
problema tiene la forma y = Cyy1 + Cay2 + y, donde y1, y2 e y, son las soluciones
encontradas en las partes anteriores y C7, Cy son constantes, pruebe que al imponer
las condiciones de borde (2) se obtiene:

y(x) = agsin(kz) + yp(z), donde ai = —% /7r cos(ks) f(s)ds.
0

Soluciéon

La solucién general queda

1 ag
y(x) = Cry1 + Coyz + yp | = C cos(kx)+C> sin(kx)th / sin(k(z—s))f(s)ds
0

Imponiendo la condicién y(0) = 0 se obtiene, dado que sin(k7) = 0 (aqui se
usa que k es entero), que:

y0)=C1+0+0=0 = [C1=0]05pt
Imponiendo ahora la condicion y/(w) = 0 se obtiene:
y'(m) = Cak cos(km) 4 y,(m) =0
para lo que necesitamos calcular:

o) = g [ sk = s)f(e)ds

kdx
_ %% (sin(kx) /0 " cos(ks) f(s)ds — cos(ka) /0 " sin(ks) f(s)ds)
= % (k cos(kx) /0:E cos(ks) f(s)ds + sin(kz) cos(kx) f ()

+Eksin(kx) /Ox sin(ks) f(s)ds — cos(kzx) sin(kw)f(a:))

= /033 cos(k(z — s))f(s)ds|0,5pt

yp(m) = /O7T cos(k(m — s))f(s)ds = cos(km) /07r cos(ks) f(s)ds.|0,5pt




Reemplazando se tiene que

kcos(k ) 71'
y'(m) = C: -+ cos(km) / cos(ks)f(s)ds =0
0

(aqui de nuevo se us6d que k es entero) de donde

1 x

sz_E o

cos(ks)f(s)ds = ay | 0,5pt

y de esta manera, reemplazando C y C en la forma general de la solucién, se
deduce que:

y(z) = apsin(kz) + yp(x).
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