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CONTROL 2

P1. Considere, para z en el intervalo [0, L], L > 0, p > 0, la siguiente EDO lineal de segundo
orden a coeficientes variables

a)

(1+2%)y" +ay +p*y =0, y(0)=y(L)=0.

(2 pts) Haciendo el cambio de variables z(u) = y(sinh(u)), es decir x = sinh(u), muestre
que la EDO anterior se reduce a la siguiente EDO lineal a coeficientes constantes

4 p*2=0, 2(0)=0, z(uy)=0,
donde se define uy, := sinh ™ (L).

Solucién: Derivando por regla de la cadena se obtiene (0.5 pto cada derivada)

/

Z'(u) = cosh(u)y
Z"(u) = cosh®(u)y” + sinh(u)y’
— (1 +:U2)y”+xy’

de donde sustituyendo en la EDO de y se tiene (0.5 pto)
2+ p?z = 0.

La condicion z(0) = y(sinh(0))

= 4(0) = 0. (0.2 pto)
La condicion z(L) = y(sinh(u)) =

y(sinh(sinh ' (L))) = (L) = 0. (0.3 pto)

(3 pts) Encuentre la forma general que tiene la solucién de la EDO anterior en z(u),
y explique por qué esta soluciéon existe para un nimero infinito de valores de p = py,
k € Z que debe determinar.

Solucién: El polinomio caracteristico es (0.5 pto)
N +pP=0
con valores caracteristicos (0.5 pto)
A = Fip.
La solucion esta dada entonces por (1 pto)

z(u) = Acos(pu) + Bsin(pu), A,B€R.



P2.

De la condicion z(0) = 0 se deduce A = 0. (0.2 pto)
De la condicion z(ur) = 0 se deduce (0.2 pto)

Bsin(pur) =0
luego o bien B = 0 lo que resulta en una soluciéon nula, o bien (0.4 pto)
pur =2kmw, k€ Z.

Notemos que el caso k = 0 incluye la solucion nula.
Luego los valores de py para los que existe una solucion son (0.2 pto)

2k
Pk = —ﬂ-, k e Z.
ur,

(1 pto) A partir de lo anterior, y usando que sinh™'(z) = In(z + /1 + 22), encuentre
la expresion explicita de las soluciones yx(x) de la EDO original en funciéon de k y de L.

. ., . . 1 . U_o—U u —u .
Indicacioén: Las funciones hiperbdlicas sinhu = “=— y coshu = % satisfacen la
identidad cosh?u = 1 + sinh® u.

Solucién: Reemplazando lo anterior se obtiene (1 pto)

yp(x) = Bsin(pyu)

-1
= Bsin (2]{;7%)
sinh™ (L)

In(z + V1 + 2?)
In(L + v1+ L?)

= Bsin<2k7r ), BeR, keZ.

(3 pts) Para = > 0, sabiendo que y; = x e yo = zIn(x) son soluciones de la ecuacion
homogénea, demuestre con el Wronskiano que éstas son linealmente independientes y
usando variacién de parametros encuentre una soluciéon particular de

1 1 4

1 /
— '+ —y=—In(z).
y' =y 5y =—n(2)

In"1(x) .

Indicacién: Note que - In"(z) = n=—

Solucion: Usando que el Wronskiano (0.5 escribirlo y calcularlo bien) debe ser no nulo
para que haya independencia lineal (0.5 pto por esta propiedad)

r xlogx

W= 1 1+logx

=x+axlogr —xlogr =z # 0.

Usando la formula de variacion de parametros (0.5 pto conocer la formula o deducirla)
con Q(x) = *Ina:

Tz

Yp :_ylf%'i'y?f%



4 4

Zlnz zlnx Zlnzx

T p
=—x[+——+zhe [

= —4mf%+4xlnxfm7x
= —4x% +4x1nx%
= (—% —i—2)xln3:v
zgxlnsx.

(0.5 pto cada una de las integrales que se usa la indicacion, 0.5 pto resto de célculos).

b) (3 pts) Sean y; e y, dos soluciones con Wronskiano W (z) no nulo de
y'+a(@)y +ag(x)y =0,  paraz € (0,0)
tales que y1(0) = 0, y1(£) = 1, y2(0) = 1, y2(¢) = 0. Calcule W (0), W ({) y pruebe que

el valor promedio de a:
1 [t
M = —/ ai(x) dzx
C Jo

puede ser obtenido mediante la férmula

()

Indicacion: Puede serle ttil la formula de Abel: W (xz) = Cexp(— [; a1(2)dx).

Solucion: Calculemos (0.5 ptos cada determinante)

o _‘ zi% ZZES; ’_‘ yi?O) yé}()) '_ 4
iy | 2O O || L0

yi(0)  y5(0)

Por la formula de Abel (1 pto encontrar la constante)

vwmzcmm—ﬁamw@:cz—M@

y (0.5 pto imponer la otra condiciéon en ¢)

W(0) = Cexp (— /0 e al(:c)dx> — .y (0) exp <— /O E al(:c)d:c) —(0)

de donde ,
o(44) - [

y entonces (0.5 resto de los calculos)

M, = %/OZ a(z)dz = In (—zﬁi)w




P3.

a)

(3 pts) Usando el método de constantes indeterminadas, dé la forma de la solucion
homogénea y una solucion particular (es decir sin evaluar las constantes) de

(D —=2*(D*+1)?%y = 2%
D*(D?* —6D +10)*y = z?cos(w)e*

Solucién: En el primer caso los valores caracteristicos son A\; = 2 de multiplicidad
my = 2, Ay = +i de multiplicidad my = 2 y A3 = —i de multiplicidad m3 = 2. Por ello
la soluciéon homogénea tiene la forma:

yn = C1e* + Coxe®™ + C3 cos(x) + Cysin(x) + Csz cos(w) + Cez sin(w).

(0.3 ptos parte Ai, 0.3 ptos parte Ay v A3)

La solucién particular no es resonante con el lado derecho: polinomio de grado ky = 2
y asociado a A\g = 3, por lo que una solucién particular se busca de la forma

Yp = €3x(A0 -+ Alx -+ A21’2).

(0.3 ptos darse cuenta que es resonante, 0.3 ptos expresion correcta)

En el segundo caso los valores caracteristicos son Ay = 0 de multiplicidad m; = 3,
Ao = 3 + ¢ de multiplicidad my = 2 y A3 = 3 — ¢ de multiplicidad m3 = 2. La solucién
homogénea tiene entonces la forma:

yn = O1 + Cox + O3z + C4e® sin(x) + Cse®” cos(x) + Cgwe® sin(z) + Crae®” cos(x).

(0.3 ptos parte Aj, 0.3 ptos parte Ay v A3)

La solucion particular es resonante con el lado derecho: polinomio de grado kg = 2 y
asociado a A\g = 3 £ 4, por lo que una soluciéon particular se busca de la forma

yp = 27 (¥ (Ao + Az + Arx?) cos(x) + €**(By + Bix + Bya®)sin(x))

donde el factor 22 es el factor de resonancia.
(0.6 ptos darse cuenta que es resonante, 0.6 ptos expresion correcta)

La ecuacion de Schrodinger para = > 0

2 2 l(l+1
y”+—z/+(k:+—— ( t ))y:O
T €T T

describe las oscilaciones en los electrones del atomo de hidrégeno donde k y [ son niimeros
enteros. Esta ecuacion se puede escribir como

y' 4+ p(x)y + q(z)y = 0.

1) (2 pts) Haciendo y(x) = u(x)v(z) y anulando el coeficiente de u' que aparece,
determine v (considere el caso en que v # 0) y deduzca que la ecuacion original
resulta equivalente a

u' +r(@u =0, rl@)=q-p =51



Solucién: Reemplazando en la ecuacion queda: (0.2 ptos)
v 4w + 20"V + pu'v + puv’ + quv =0
Anulando el coeficiente de ' se obtiene (0.2 ptos)
20" +pv =0

de donde por separacion de variables (asumimos que v # 0) (0.3 ptos)

resolviendo (0.3 ptos)
1
log |v| = —§/p(x)dx—|—0, CeR
y reemplazando p(z) = 2/x se obtiene (0.2 ptos)
1 c
v(r) =+Kexp|— |, K=¢e">0.
x

Reemplazando la ecuacion queda (0.2 ptos)
u'v 4w + puv’ + quo =0

dividiendo por v
" /

p v v B
u +u— +pu—+qu=>0
v v

y usando que (0.4 ptos)

r p v p
v = —=v, estoes —=—=
v 2 2 " / 2
1 D P
Vo= ——(plo+p)=—=Opv— =0 estoes —=——+4+ —
(p'v 4 pv') (o = Zv), . 5T
se obtiene

(1 pto) Sabiendo que la solucion u puede oscilar si r(z) > 0 para todo x, encuentre

una condicion suficiente entre k y [ para que hayan oscilaciones.

Solucion:



La condicion es (0.2 ptos calcular bien r(z), 0.2 ptos imponer r > 0):

S
~

B P> p
r(z) = Y
2 I(l+1) 4 2
= “%_W_@ 927
+
_ gy 2 WD
xr

x
> 0 paraxz >0

Lo que lleva a que la parabola (0.4 ptos darse cuenta que es una parabola o ec. de

2do grado)
ka? + 2z —1(l+1) >0 paraz >0

y esto ocurre si el discriminante (0.2 ptos)
4—4kl(l+1) <0

es decir si
El(l+1)> 1.



