Sean a,b: R — R dos funciones continuas y periédicas con periodo T > 0, o sea,
(vt e R) a(t+T)=al(t) b(t+T)=>b(t)

Considere la ecuacién diferencial

2 (t) = a(t)x(t) + b(t) (1)
1. Demuestre que el problema de Cauchy dado por
2/ (t) = a(t)z(t) + b(t) (2)
{E(to) =T

posee solucién unica para todo tg, xg € R.
2. Sea u una solucién de la ecuacién (1) tal que u (0) = u (7). Demuestre que o(t) = u(t) — u(t) es
solucién del problema de Cauchy
¢'(t) = a(t)e(t) (3)
¢(0) =0
3. Sea u solucién de la ecuacién (1). Aplicando los resultados de las partes anteriores, pruebe que u es
periédica con periodo T' > 0 si y solo si u (0) = u (7).
Indicacién: Analice la existencia y unicidad de solucién de la ecuacién (3).
Solucién
1. Sea f(t) = a(t)x + b(t), para (t) € R x R. Se tiene que f es continua con respecto a ¢, ya que a y b
son funciones continuas. Ahora, para t,z,y € R, se tiene que
|f(t,x) = f(ty)] = la(t)z + b(t) — (a(t)y + b(1))]
= la(t)] |z — y|
donde existe M > 0 tal que
supla(t)| = sup_la(t)] = max_la(t)] = M
z€R z€[0,T) ©€[0,T]

gracias a que a es periddica en su dominio, ademds de continua y acotada en [0,7]. Entonces,

|f(t,x) = ft,y)] < M|z —y|
vy [ es globalmente Lipschitz con respecto a la variable z. Por lo tanto, el Teorema de Existencia y
Unicidad permite asegurar que el problema de Cauchy posee solucién tinica para todos tg, xg € R.
e 0.5 puntos. Identifica la funcion f del lado derecho y que es continua respecto a t.
e 0.5 puntos. Prueba que a es acotada en su dominio.
e 1.0 punto. Prueba que f es Lipschitz respecto a x.
e 1.0 punto. Concluye usando el Teorema de Existencia y Unicidad.
2. Sea ¢(t) = u(t) — u(t). Dado que u (0) = u (T), se tiene que ¢ (0) = 0. Luego,
o(t) =u'(t+T) —u'(t)
=at+T)ut+T)+b(t+T) — (at)u(t) + b(t))
a(t)u(t +T) — a(t)u(t)
= a(t) (u(t +T) — u(t))

= a(t)e(t)
Entonces, ¢ es solucion del problema de Cauchy
¢'(t) = a(t)e(t)
©(0)=0



e 0.5 puntos. Define la condicion inicial del problema de Cauchy.

e 1.0 punto. Construye la parte derecha del problema de Cauchy.

3. Claramente, si u es solucién periddica de la ecuacion, entonces u (0) = w (7). Ahora, se procede con
la implicancia en el sentido contrario.
Si ahora se supone que u(0) = u(T), la segunda parte permite afirmar que p(t) = u(t) — u(t) es
solucién de (3). Como @1 = 0 es una solucién trivial de (3), la primera parte permite concluir que la
solucién de (3) es tnica. Entonces, ¢ = 0. Por lo tanto,

(Vt € R) ) =ut+T)—ut)=0=ult+T)=ult)

probando que u es periédica con periodo T
e 0.5 puntos. Muestra la implicacia trivial.
e 0.5 puntos. Muestra que ¢ es solucién de (3).

e 0.5 puntos. Muestra que ¢ = 0 es la tnica solucién y conlcuye.



PAUTA PREGUNTA 2 - CONTROL 2
Considere la ecuacién diferencial lineal de orden superior
3y 4+ 4t%y" + 10ty’ — 10y = 169t1n(t); t €]0, +oo] (1)

a) Muestre que el cambio de variable t = €%, z(u) = y(e") lleva la ecuacién (1) en

24 2+ 82 — 102 = 169ue.

Respuesta: Con el cambio de variable, la ecuacion (1) queda:
3y (e*) + 4e*y" (e*) + 10e¥y’ (e) — 10y(e*) = 169ue™. (2)

Calculamos las derivadas de z con respecto a u considerando la regla de la cadena:

Despejando:

Reemplazando en (2):

(2" (u) = 32" (u) + 22" (u)) + 4(2" (u) — 2’ (u)) + 102’ (u) — 10z(u) = 169ue*
2" (u) + 2" (u) + 82'(u) — 102(u) = 169ue",

que es la ecuaciéon pedida.

Distribuciéon de puntajes:
= Se calculan las derivadas de la nueva variable z con respecto a u, considerando la
regla de la cadena. (1,0 pts).

= Se reemplazan los célculos en la ecuacion original, obteniendo correctamente la
ecuacion solicitada (0,5 pts).

b) Encuentre todas las soluciones y(t) de la ecuacion homogénea asociada a (1). Muestre que
hay infinitas soluciones y(t) de esta ecuacion homogénea tales que y(t) P 0.
— 100



Respuesta: Consideramos la ecuacion homogénea resultante del cambio de variable
2"+ 2" +82 —102=0. (3)

Su polinomio caracteristico es p(A) = A3 + A% + 8\ — 10. Notamos que p(1) = 0, y por
lo tanto p(A) = (A — 1)g()\), para algun polinomio g(\).
Haciendo divisién de polinomios podemos concluir que
p(A) = (N2 42X +10)(A — 1)
=(A+1-3)A+1+3i)(A—1),
pues A2 4+ 2\ + 10 = 0 para A = —1 =+ 3i.
Concluimos que e*, e " cos(3u) y e “sen(3u) son tres soluciones Li. de (3), y por lo
tanto la solucion general de (3) es
z(u) = Cre" + Care™ " cos(3u) + Cse™“ sen(3u)
que, recuperando el cambio de variable, queda

y(t) = Cit + Cy Cos(iln t) +Cs sen(iln t).

Para ver que hay infinitas soluciones y(t) tales que y(t) P 0 se puede tomar,
[——+00

por ejemplo, todas las soluciones miltiplos de cos(31nt)/t (que son infinitas).

cos(31nt)
y(t) - 02 t e Oa
pues cos(31Int) es acotado.
Distribucién de puntajes:
» Expresa el polinomio caracteristico y le encuentra una raiz (0,3 pts).

» Factoriza el polinomio caracteristico y encuentra todas las raices (no es necesario
que llegue hasta la factorizacion compleja, con la real basta, es decir, cuadratico y
lineal reales) (0,3 pts).

s Usa la raices para encontrar una base del espacio de soluciones de la ecuacién
homogénea (0,8 pts).

» Recupera el cambio de variable para obtener la solucién general pedida (0,3 pts).

» Exhibe infinitas soluciones que se anulan en el infinito, explicando por qué (0,3 pts).

¢) Encuentre todas las soluciones y(t) de (1). Muestre que hay infinitas soluciones y(t) de (1)
tales que y(1) = 0.

[INDICACION: Es posible resolver la ecuacion obtenida en la parte a) mediante el método de
coeficientes indeterminados. |



Solucién: La ecuacion obtenida en la parte a), aprovechando la factorizacion del polinomio
caracteristico de la parte anterior, se puede escribir

(D+1-3i)(D+1+3i)(D — 1)z = 169ue” /(D —1)2
(D+1-36)(D+1+3i)(D—1)32 =0,
y esta tltima ecuacién tiene soluciones Li. e, ue®, u?e%, e~ cos(3u), y e “sen(3u). Las
inicas que no son soluciones de la homogénea asociada a la primera ecuacién son ue®
2 u
v u“e".

Una solucién particular es, por tanto, de la forma
zp(u) = Aue® + Bule® = (Au + Bu?)e".

Para encontrar las constantes indeterminadas A y B veremos dos alternativas:

Alternativa 1: Usando propiedades de operadores. Reemplazamos en la ecuacién original
(Observacion: no es absolutamente necesario que el operador esté factorizado completa-
mente en los complejos)

(D+1-3i)(D+1+43i)(D — 1)zp(u) = 169ue”

(D41 —3i)(D + 1+ 3i)(D — 1)(Au + Bu®)e* = 169ue®
e“(D + 2 — 3i)(D + 2 + 3i) D(Au + Bu?) = 169ue®

(D +2—3i)(D + 2 + 3i)D(Au + Bu?) = 169u

(D +2—3i)(D + 2+ 3i)(A+ 2Bu) = 169u

(D? +4D + 13)(A + 2Bu) = 169u

D?(A + 2Bu) 4+ 4D(A + 2Bu) + 13(A + 2Bu) = 169u
8B + 13A + 26 Bu = 169u.

Y asi 134 +8B = 0 y 26B = 169, de donde obtenemos B = 13/2 y A = —4.
Reemplazamos en z,(u) y concluimos que la ecuacién general de la ecuaciéon obtenida
en la parte a) es

2(u) = (—4u + 13u?/2)e® + Cre* 4+ Cae™" cos(3u) + Cze™“sen(3u).
Recuperando el cambio de variables, obtenemos la solucion general de (1):

cos(31nt) sen(31nt)

C
+ C3 .

y(t) = <—4lnt + 123(1nt)2) t+ Cit+ Co




Alternativa 2: Calculamos primero las derivadas de zp(u):

zp(u) = (Au+ Bu?)e"

2(u) = (A + 2Bu)e® + (Au + Bu?)e"
= (A+ (A +2B)u + Bu?)e"

zy(u) = (A+ 2B + 2Bu)e* + (A + (A +2B)u + Bu?)et
= (24 + 2B + (A + 4B)u + Bu®)e"

2z, (u) = (A+4B + 2Bu)e® + (2A + 2B + (A + 4B)u + Bu?)et
= (344 6B + (A + 6B)u + Bu?)e.

Reemplazamos en la ecuacién sin factorizar

2y (u) + 2, (u) + 82,(u) — 102,(u) = 169ue®
(34 + 6B + (A+ 6B)u + Bu?)e"
+(24 + 2B + (A + 4B)u + Bu?)e"
+8(A + (A +2B)u + Bu?)e"
—10(Au + Bu?)e* = 169ue"
(13A + 8B + 26 Bu)e" = 169ue”.

Acé también obtenemos 13A+8B = 0y 26B = 169 y, por lo tanto, B =13/2y A = —4.

Procedemos igual que en la alternativa anterior para concluir que

cos(31nt) sen(31nt)

C
+ C3 ;

y(t) = <—4lnt + 123(1nt)2) t+Cit+Co

Para ver que hay infinitas soluciones y(t) de (1) tales que y(1) = 0, evaluamos la ecuacion

anterior en t = 1.

cos(31n(1 sen(3In(1
(1())+03 (1())

y(l) = (—4ln(l) + 123(1n(1))2> +C1+ Oy
=C1 + O,.

Cualquier eleccion de valores tales que C; + Cy = 0 permiten que y(1) = 0. Se pueden
elegir, por ejemplo, las siguientes infinitas soluciones:

_ cos(3Int)

1 1
y(t) = <—4lnt + 23(1nt)2> t 4t — ¢, SenBInt)

t

Distribucién de puntajes:

» Encuentra un candidato a solucién particular, justificando correctamente (0,4 pts).
= Reemplaza correctamente el candidato en la ecuacion correspondiente (0,2 pts).
= Desarrolla el reemplazo y encuentra los coeficientes indeterminados (0,5 pts).

= Expresa la solucién como la suma de la solucién particular y todas las soluciones




de la ecuacién homogénea asociada (0,7 pts).
» Recupera el cambio de variable para entregar la solucion general pedida (0,3 pts).

» Exhibe infinitas soluciones que se anulan en ¢t = 1, explicando por qué (0,4 pts).




PAUTA PREGUNTA 3 - CONTROL 2

Considere la ecuacion de segundo orden homogénea

, 1, 8s2

; —ﬁi?@mza s €]0,1] (1)

a) Compruebe que v1(s) = 1/(1 — s?) es solucién de (1).

Respuesta:
vi(s) = (1 —s*)7?
vi(s) = 2s (1—5 )72
Vi (s) = 2(1 — s?)72 4 8s*(1 — s%) 3.
Reemplazamos
w1, 85> — 91 2)-2 4 g 2(1 2)—3 2(1 2)—2 8 2(1 2)—3
vl—gvl—mvl—(—s) +8s%(1—s —2(1-s —8s°(1—s

=0.

Distribuciéon de puntajes:

» Derivadas de vy (0,3 pts).

= Reemplazar coorrectamente y concluir (0,2 pts).

b) Encuentre una solucion ve(s) de (1) que sea 1.i. con v1(s), y con ello todas las soluciones v(s)
de (1).

Respuesta: Utilizando la formula de Abel tenemos

W (v1,v9) = Ced 158

1-s)71 w
gu—§r2u2_cs
vh(1 — 827t — 2098(1 — %) 72 = Cs
vh(1 — s?)71 — 2ugs(1 — s2)72 Cs
T=) =)

c 2\2
02:_6(1_5) —}—1_82.

Por ejemplo, con C = —6 y K = 0, una solucién Li. serfa vy(s) = (1 — s%)2.




Por lo tanto, la solucion general de (1) es:

C
v(s) = 1—7132 + Cy(1 — 5%)2

Observacion: Se puede obtener el mismo resultado aplicando la férmula de Liouville.

Distribuciéon de puntajes:

= Plantea la formula de Abel o Liouville para resolver el problema con los elementos

correctos. (1,0 pts).
= Desarrolla y elige una solucion vs 1.i. (1,0 pts).
» Escribe la solucion general de la ecuacion (1) (0,5 pts).

¢) Encuentre todas las soluciones v(s) de

, 1, 852 v st
s (1—s2)2°  1-—s2

s €]0,1].

Respuesta: Utilizamos método de variacion de pardmetros. La matriz fundamental
®(s) y el vector de términos libres B(s) quedan

[ (1= st (1—s2)?
B(s) = (23(1 — 5272 —4s(1 - 52)>

56 = (a0 L)

_ 1 ( —4s(1-5?) —(1-s%)?
o(s) = " 6s <—23(1 —-5%)72 (1- 32)1>

83 _ 82
2656 = g (500 22

Entonces

Una solucién particular es de la forma

vp(s) = Fi(s)vi(s) + Fa(s)va(s),




donde

1
/31—5
6

1 34

6 4 6

(3 — 25%).

3
Fy(s) = —(1;/(1_882)2618
1 [s?-(—2s)ds
T 12 (1—s2)2
u=1-s%du=—2sds;s>=1—u
(1 —u)du
12 u?

S L
T2\

1 1
—*ﬁ <1_52+1H(1S)>.

Todas las soluciones se escribiran como suma de la solucién particular v,(s) encontrada
y todas las soluciones de la ecuacion homogénea (1).

s'(3-2s%) 1-3s2+(1-s%2In(l—s?) Cq
) = A=) T 12 gy

= Cg(l — 82)2
Observacion: Las funciones Fi(s) y Fb(s) también se pueden obtener mediante las
formulas
—va(s)q(s) / v1(s)q(s)
= ds;  Fy(s) = ds,
[ Tomm™ 9= [ Faemm

donde v1(s) = (1 —52)7L, va(s) = (1 — 52)% y q(s) = s*(1 — s?)~L. En este caso se tiene
el wronskiano W (v1(s), v2(s)) =

Distribuciéon de puntajes:

s Expresa la soluciéon particular como combinacién de las soluciones de la ecuacién

homogénea, usando Fy y Fb (0,5 pts).
= Plantea las integrales para calcular F} y F5, encontrando explicitamente cada
integrando (0,8 pts).
» Calcula funciones F} y Fj (1,2 pts).

= Concluye correctamente la solucion particular y la solucién general (0,5 pts).




