PAUTA CONTROL 2 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 2021

PROF. CLAUDIO MUNOZ, PROE. AUXS. JESSICA TRESPALACIOS Y NICOLAS VALENZUELA

Indicaciones importantes:

1. Lea cuidadosamente cada parrafo del enunciado antes de intentar resolverlo.

2. Escriba sus desarrollos lo mas detallada y nitidamente posibles; esto es muy relevante.
3. Posee dos horas para resolver este control, mas dos horas adicionales para escanearlo.
4. Puede usar sus apuntes y material docente de cdtedra y auxiliar.

Un modelo muy simplificado de accién de una vacuna sobre una poblacién es el siguiente:
2y (t) = =1 (1) + z2(1)
(V) / _ —2t
xh(t) = x1(t) — z2(t) + e °".
donde x1(t) es la poblacién sin vacunar y z»(t) es la poblacién ya vacunada.

Parte 1. Usando matriz exponencial y la férmula de Duhamel, encuentre todas las soluciones
de (V). Describa lo que sucede cuando ¢ — 400 en este caso.

Indicacion: Si escoge los vectores propios ortonormales, entonces la matriz P correspondiente
satisface P! = PT.

Solucién. Podemos escribir (V) como X'(t) = AX(t) + B(t), donde
o T (t) o -1 1 . 0
X(t) = (m(t)) , A= ( 1 _1> , B(t)= (e—2t> . (0.5 ptos.)

Calculemos e'“. Para ello, veamos los valores propios de A:

_ _ —-1-A 1 _ 2
O-det(A—AI)-det( 1 _1_>\>—(1+/\) 1,

de donde (1 + \)? = 1, es decir, \; = 0, Ay = —2. (0.5 ptos.)

Como los valores propios son diferentes, la matriz A es diagonalizable. (0.5 ptos.)

Ademads, si D = (O

0 — 2) , entonces

1 0
etP = (O 6_2t) : (0.5 ptos.)
Los vectores propios son, para A\; = 0,

_11|O:>—+ =0 = 2o =
1 210 T+ 3y = Ty = 11,

con z; libre. Luego,

vy = % G) , (0.5 ptos.)

es vector propio de norma 1. Para Ay = —2,

L1]0 — +2o=0 = 20=—x
11‘0 Ty T2 = Ty = —I1,

con z; libre. Luego,

1
vy = 7 (_11) (0.5 ptos.)
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es vector propio de norma 1, ortogonal a v;. Por lo mismo,

1 /1 1 _ 1 /1 1
P:\/i(l 1) y P 1:PT:\/§<1 1) =P.  (0.5ptos.)

La matriz ¢4 viene dada por

1 /1 1 1 0 1 /11 1/1 1 1 1
tA _ tD p—1 __ E—
emreor = (10 0) 60 ) () = () (B ).

Luego,
1 1 + 67215 1 o 67215
et = 3 (1 Ce2 142t (0.5 ptos.)

La férmula de Duhamel nos dice que toda solucién viene dada por

t
X(t) = e X, +/ =9I B(s)ds, (0.5 ptos.)
0

con X, = (Cy,C2)T € R? cualquier vector fijo. Tenemos

L(The™ 1—e\ (C) _ ((L+e2)Cr+ (1—e)C
tAy _ L N\ L X
e Xo = 5 (1 e 2 142 )\ 0y) T\ (1 —e)0 - (14 e2)Cy ) (0.5 ptos.)

redefiniendo C; y C5. Por otro lado,
B 1/1+ e—2(t—s) 1— e—2(t—s) 0 1 [e=28 _ g—2t
(t—s)A I I
e B(s) = B <1 e 20t=s) 14 e20=5) | \g=25 | T 5 \ =2 L2 )

(1 o 67225) o t€72t

Eo 1 [t [e—25 _ o2t 1
/ e(t=5) B(s)ds = §/ (625 N e%) ds = 5 , (0.5 ptos.)
0 0 (1 o 672t) + t672t

Luego,

N[

N[

Finalmente, la solucién general viene dada por

(1—e2t) —te 2t

N[

)

(1+e 20 + (1 — 62t)02> 1
3

X(t) = ((1 —e )L+ (L+e7)Cy (1—e™) +te™

N[

que converge cuando ¢ — +oo a la cantidad

1
, _ (C1+C 12 _ 1 1
t_l}ﬂoX(t) = <C1 +C2) + 3 .\ = <C1 + Coy + 4> (1> . (0.5 ptos.)
2

Es decir, el sistema converge a un caso constante que depende de los datos iniciales, y esta tras-
ladado por 1/4 en ambas componentes.
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Parte 2. Suponga ahora que la aparicién de una nueva variante se ve reflejada por una delta
ena > 0:

Th(8) = —21 () + 22(8) + 8a(t)
(Vo) {x;(t) w1 (1) — 2a(t) + €72,

Usando transformada de Laplace, encuentre z1(¢) y z2(t) si #1(0) = mq, 22(0) = mgy dados.
Describa la diferencia entre este resultado y el de la parte 1.

Solucién. Aplicaremos transformada de Laplace a cada ecuacién en (Vo). Tenemos

sLyi(s) —myp = —Lq(s) + La(s) + e ¢
sLo(s) —mg = Ly(s) — La(s) + si2'
donde Li(s) = L[z1(¢)](s) y La(s) = L[z2(t)](s). Luego,

(s +1)Li(s) = La(s) =my + e
_Ll(S) + (S + 1)[/2(3) =Mm9 + S-l-% (1 ptO.)

Multiplicando la segunda ecuacién por (s + 1) y suméndola a la primera, obtenemos

+1
((s+1)% — 1)La(s) = ma(1 + s) + ji Fmy4e %,

2
de donde
ma(1+ s) s+1 mi e
= . 1 .
R O e R (PR e | P R P s R PR e M
Por otro lado,
1
Li(s) = (s + DLa(s) —=mz — ——
_ma(l+9)® (s 4+ 1)°
Terr -1 T GrE o)+ 2)
1 mi(s+1) | (s+1)e
s+2 (s+1)2-1 (s+1)2-1
_ m2 + 1 + ma(s +1) + (s 4+ De” . (0.5 ptos.)

(s+1)2—1 ((s+1)2=1)(s+2) (s+1)2-1 (s+1)2-1

Ahora, usando las propiedades de la Transformada de Laplace, tenemos
_ ma(1+s) s+1 my e~ %
LS P B S (PG NS e Sl e e Sl o P

= myL[cosht](s + 1) + L[cosh t](s + 1) L[e~%"](s)

+ my L[sinh t](s + 1) + L[sinh t](s + 1)e™**

= myL[e " cosht](s) + L[e " cosht](s)L[e2!](s)

+ Limye 'sinht](s) + Lle ' sinh¢](s)e™**

= L{mge tcosht + (e ' cosht) x e 2 + mye ' sinht + e~ sinh(t — a)H,(t)|(s).
Luego,

1 1 1
xo(t) = §m2(1 +e )+ (e tcosht) xe 2 + §m1(1 —e ) 4 5(1 —e 2t H,(t).  (1pto.)
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Calculando (et cosht) x e~ 2,

¢ ¢
1
/ e 217975 cosh sds = 7/ efe (e + e %)ds
0 2 Jo

- _Qt/t( 2 1)ds = 2e 2 (S — 1)+t
= 2@ : e S = 26 B €

1 1 —ot —2t
— 3 5(1_e )+ te . (0.5 ptos.)

Nos queda pues que, redefiniendo m; y mo,

1/1 1
To(t) = mo(14 e %) +my(1 —e ) + 3 (2(1 —e %) + te_%) + 5(1 —e 2= [ ().

Por otro lado,
mo n 1 my(s+1) n (s+1)e~2s

(s+1)2—1 ((s+1)2-1(s+2) (s+1)2—-1 (s+1)2-1
= mgL[sinh#](s + 1) + L[sinh ¢](s + 1) L[e™2"](s)

+mqL[cosht](s+ 1) + L[cosh t](s + 1)e™**
=myL[e "sinht](s) + Lle " sinht](s)L[e~%](s)

+miLle " cosht](s) + Lle " cosht](s)e**
= myL[e "sinht](s) + L[(e ' sinht) x e~ %](s)

+myLle~" cosht](s) + Lle™ =@ cosh(t — a)H,(t)](s)
= Limge 'sinht 4 (e ' sinht) x e 2" + mye " cosht + e~ cosh(t — a)Hy(t)](s)

Llz,](t) =

Por lo tanto,

1
) omy(1+e ) + (e tsinht) x e 4+ Z (14 e Y)Y H, (1), (1 pto.)

2

N | =

1
x1(t) = §m2(1 —e
Finalmente,

¢
(e tsinht) x e 2" = / e~ 2179 e sinh sds
0

1 t
— 7/ ese—2t(es _ e—s)ds
2 0

! (1(1 —e %) — te2t> . (0.5 ptos.)

Finalmente, con respecto a la parte anterior, a partir de ¢ > a, se agregan los nuevos términos
11 +e ) enzy(t), y 3(1 — e 2t=%)) en z5(t), que representan un alza en ambas variables,
vacunados y no vacunados. (0.5 ptos.)



