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Importante: En este enunciado, la matriz representante de la funcion lineal T: U — V con respecto a

las bases (finitas) By, By en U,V , respect., se denotard [T] (a veces también denotada [T, 8, )-

By ,Bu

1 2 -1
P1. Sea B = {v1,vp,v3} base de R3 donde vy = [0 |, v = [ 1] yv3 = 0
1 0 0

1 2 2

Sea f: R3 — R? la funcién lineal tal que f(v1) = [ 2|, f(va) = | 1| v f(v3) = | 4

1 0 2

3
a) (1.5 ptos) Determine f(v), donde v = | 2

—_

b) (2.0 ptos) Determine una base del nicleo de f, es decir, de Ker(f), e indique si la funcién es inyectiva.
Indicacién: Estudie para qué reales «, 8,7 el vector v = av; + Sug + vz pertenece a Ker(f).
¢) (2.0 ptos) Determine una base de Im(f) e indique si la funcién es epiyectiva.

d) (0.5 ptos) {Es f un isomorfismo? Justifique.

Solucion:

a) Primero determinamos «, 8,7 € R tales que v = aw; + Bvs + yvs. Para ello planteamos el siguiente

sistema:
3 1 2 -1 1 2 -1 «
2l =a |0 +8|1| 4+ O)J=(0 1 O I}
1 1 0 0 1 0 O o

Resolviendo el sistema lineal obtenemos (detalles omitidos) que @ = 1, § = 2, v = 2.[0.9 ptos por
encontrar v como combinacién lineal de B]

Por linealidad de f, definicién de f, y algebra matricial, sigue que

1 2 2 9
Ff) = f(loy +2vg + 2v3) = 1f(v1) +2f (v2) +2f(vs) =1 (2] +2 1| +2 4| =12
1 0 2 )

[0.3 ptos por usar linealidad — 0.3 ptos por concluir]

b) Se pide encontrar los v € R? tales que f(v) = 0. Como B es base de R?, basta con encontrar los
v € ({v1,v2,v3}) tales que que f(v) = 0, o equivalentemente, determinar a, 8,y € R tales que [0.8 ptos
por formular (implicita o explicitamente) lo que hay que determinar]

f(avy + g + yv3) = 0.




Observar que:[0.4 ptos por plantear/llegar al sistema que se tiene que resolver]

flavy + Bva +yv3) =0 <= af(vy) + Bf(v2) +vf(v (por linealidad de f)
1 2 2
+8(1]+~|4 (por definicién de f)
0 2
1 2 2 «
— (2 1 4 8| =0. (por &lgebra matricial)
10 2) \ny
Resolviendo el sistema obtenido (detalles omitidos), sigue que « = —2v y 8 = 0. Luego,
-2 -2
Ker(f)—¢v| 0] :v€eR ) = < 0 > . [0.4 ptos por especificar el Ker]
1 1

Como Ker(f) # {0}, por propiedad conocida, f no es inyectiva [0.2 ptos por conclusién y 0.2 ptos
por justificacidén].

¢) Primera forma: Por Teorema Nicleo Imagen y parte anterior se tiene que [0.4 ptos por invocar
y aplicar el TNI]
dim(Im(f)) = 3 — dim(Ker(f)) =3 -1 = 2.

Comparando dimensiones, sigue que Im(f) # R3. Luego, f no es epiyectiva [0.2 ptos por conclusién
y 0.2 ptos por justificacién)].

Para determinar Im(f), dado que su dimension es 2, basta encontrar un subconjunto de Im(f) de 2
vectores linealmente independientes [0.4 ptos por, implicita o explicitamente, observar lo an-
terior|. Claramente {f(v1), f(v2)} € Im(f), luego ({f(v1), f(v2)}) C Im(f) [0.4 ptos por observar
que f(v1), f(v2) € Im(f)]. Luego, como {f(v1), f(v2)} es linealmente independiente e Im(f) es de
dimension 2, se tiene que:

1 2
Im(f) = < 21,(1 > . [0.4 ptos por decir que {f(v1), f(v2)} es Li. y concluir]
1 0

2da. forma: Como conocemos una base para el Ker(f) podemos extenderla a una base de R? [0.6 ptos
por invocar, implicita o explicitamente, el Teorema de Completacién de Bases], por ejemplo
tomando los vectores vy = (2,1,0)7 y vz = (—1,0,0)7[0.4 ptos por identificar la completacién
de una base del Ker], y sabemos que sus imégenes, (2,1,0)7, y (2,4,2)7 definen una base de Im(f)
[0.4 ptos por observacién sobre las imagenes]|. Entonces,

2 2
Im(f) = < 11,14 > . [0.2 ptos por concluir]
0 2

Cémo Im(f) # R3, por definicién, f no es epiyectiva [0.2 ptos por conclusién y 0.2 ptos por
justificacién].
3ra. forma: Por defincién de imagen, Im(f) = {f(v): v € R} [0.2 ptos por la definicién]. Pero,

como B = {v1,v2,v3} es base de R?, se tiene que para todo v € R? existen «, 3,7 € R tales que
v = avy + Bus + yus [0.2 ptos por expresar elementos del dominio de f como combinacién




lineal de la base]. Luego,

f) =af(v1) + Bf(ve) +vf(vs) (por linealidad de f)
1 2 2
=al2|+8[|1]+7(4 (por definicién de f)
1 0 2
1 2
=(a+2y)|2|+5(1]. (por &lgebra matricial)
1 0

[0.4 ptos por la derivacién anterior]

Sigue que f(v) € ({(1,2,1)T,(2,1,07}), por lo que Im(f) C ({(1,2,1)T,(2,1,0T7}) [0.4 ptos por la
inclusién]. La igualdad se tiene por argumentos de dimensionalidad (observando que f(v1), f(v2) €
Im(f) son linealmente independientes, o por TNI y parte a) se deduce que Im(f) tiene dimensién 2)
[0.4 ptos por conclusién y justificacién].

Cémo Im(f) # R3, por definicién, f no es epiyectiva [0.2 ptos por conclusién y 0.2 ptos por
justificacién].

d) [0.2 ptos por concluir que f no es isomorfismo y 0.3 ptos por cualquiera de las siguientes
justificaciones]
1ra. forma: Como por b) sabemos que f no es inyectiva (o equivalentemente Ker(f) # {0}), entonces
no es biyectiva y por lo tanto tampoco es un isomorfismo.

2da. forma: Como por ¢) sabemos que f no es epiyectiva (o equivalentemente Im(f) # R3), entonces
no es biyectiva y por lo tanto tampoco es un isomorfismo.

P2. Sean B = {vy,v2,v3} y B = {v1 + va2,v2 + v3,v1 + v3} bases de un espacio vectorial V. Sea T: V — V una
funcién lineal tal que

01 1
Tes=|1 0 1
110

a) (2.0 ptos) Determine las coordenadas de los vectores 3v; +v2 y T'(3v1 + v2) en términos de las bases By B/,
respectivamente. Es decir, calcule [3vy + vo]g y [T'(3v1 + v2)]5-

b) (2.0 ptos) Calcule la matriz de pasaje de la base B’ a la base B y tsela junto a la matriz [T)|p g para
demostrar que

1 2
Tee=[1 1
2 1

[ NG S

¢) (2.0 ptos) Calcule [T o T)p 3.
Indicacién: Puede serle 1til usar la parte b).

Solucién:
a) Las coordenadas del vector w = 3v; + vy en la base B son
[w]s = (3,1,0)". [1.0 pto.]

lera. forma: Las coordenadas del vector T'(w) = 3T (v1) + T'(v2) son

O~ =
O = W
Il
= =

0 1
[T(w)]p = [T]p slwls= {1 0
1 1




[0.5 ptos. por demostrar implicita o explicitamente que conoce la relacién entre las coor-
denadas y 0.5 ptos. por el cdlculo correcto del producto matricial]

2da. forma: Por definicién de matriz representante, se observa que

T(v1) =0(v1 + v+ 2) + 1(ve + v3) + 1(v1 + v3),
T(ve) = 1(v1 +v +2) + 0(vz2 + v3) + L(v1 + v3).

[0.4 ptos por obtener T'(v1) y T(v2) de la matriz representante.]
Sigue, por linealidad, que:

T(3v1 + v2) = 3T (v1) + T(v2) = 1(vy + v+ 2) + 4(va + v3) + 4(v1 + v3), [0.2 ptos]

Luego, [T'(3v1 +va)|p.5 = (1,3,4)T [0.2 ptos].

b) La matriz de pasaje [Idy ]z s pedida tiene en cada columna las coordenadas de los vectores de la base
B’ en la base B. Asi, ésta es

1 0 1
1 1 0
0 1 1
[0.3 ptos. por cada columna correcta]
1ra. forma. La matriz [T]3 5 estd dada por
1 0 1 0 1 1 1 2 1
Tl =Idvlss - [Tlews=(1 1 0 1 0 1)]=(1 1 2
0 1 1 1 1 0 2 11

[0.8 ptos. por plantear correctamente el cambio de bases y 0.3 por el cédlculo del producto
de matrices.]

2da. forma. Por la definicién de [T]g/ g sabemos que T'(v1) = (v2 + v3) + (v3 + v1), T(v2) = (v1 +
va) + (v3+v1) y T(v3) = (v1 +v2) + (v2 + v3). [0.2 ptos. por la escritura de cada imagen por T
de los vectores de la base B usando la informacién de la matriz [Tz z]

Entonces, [T(v1)]s = (1,1,2)T, [T(v2)]5 = (2,1, )T y [T(v3)]s = (1,2,1)T. Asi,

1 2
Tse=[(1 1
2 1

— N =

[0.3 ptos. por agrupar los vectores v;,vs y vz y obtener las imédgenes en términos de la
base B’ y 0.2 ptos. por escribir la matriz [Tz 3]

¢) Se sabe que la matriz representante de una composicién es el producto de las matrices representantes
de sus factores en las bases correspondientes. [1.0 pto. por mostrar implicita o explicitamente
que conoce la regla de la matriz representante de una composicién]

Para T o T usaremos que
[T oT]p 5 = [T]s 8[T]55-

Entonces,
0 1 1 1 2 1 3 2 3
[ToTlg=[1 0 1 1 1 2]=1(3 3 2
1 1 0 2 1 1 2 3 3

[0.5 ptos. por la aplicacién de la regla antes mencionada al caso en discusién y 0.5 ptos.
por célcular el producto de matrices correctamente]

P3. Sea V un espacio vectorial y sean By = {u1,us,us} y Bw = {wy,wy} tales que By = By U By es base de V.



a) (2 ptos) Argumente que existe una funcién lineal L : V' — V tal que

2u, siv € By,
L(v) =
3v, siv€E By.

b) (2 ptos) Determine [L + S]g, 5, sabiendo que [S]s, .5, = 3Is.
¢) (2 ptos) Demuestre que L(U) = U donde U = (By) (por definicién de imagen, L(U) = {L(u): u € U}).

Solucion:

a) Basta recordar que una funcion lineal queda completamente determinada por los valores que toma en
una base, por lo que conocidos sus valores en una base se pueden extrapolar a todo el dominio [2.0 ptos
por invocar, implicita o explicitamente, el resultado]. En este caso particular, By es base de V,
por lo que L queda completamente determinada por los valores L(uy), L(us), L(us), L(w), L(ws). En
particular, si v € V evalta a:

L(v) = 2(a1u1 + aguz + azuz) + 3(Brwr + Saw2),
si a1, asas, B1, B2 € R satisfacen que v = aju; + asus + azus + frwy + Paws.
b) Por resultado visto sobre matriz representante de la suma de transformaciones lineales, sabemos que:
[L + Slsy,Bv = [L]By,Bv + [S]By By - [0.6 ptos]

Como [S]g, B, = 3I5, bastard con determinar [L]g, p, [0.4 ptos por evidenciar, implicita o
explicitamente, que hay que calcular [L]g, 5, ]. Para ello, por definicién de matriz representante,
evaluamos L en los elementos de la base By y los expresamos como combinacion lineal de la misma

base:
L(ul) = 2U1 = 2U1 a4 OUQ = OU3 = 0w1 = Owg,
L(UQ) = 2’UQ — 0u1 aF 2U2 aF 0U3 =F 011)1 aF 0'[02,
L(uz) = 2uz = Ouj+ Oug + 2u3 + Ow; + Ows, [0.4 ptos]
L(wl) = 3wi = Ouy + Oug + Ouz + 3wy + Ows,
L(’LUQ) = 3wy = Ou;+ Ous + Oug + Ow; + 3ws.
Sigue que:
2
2
[L]BV,BV = 2 o [0'2 ptOS]
3
3
Luego,
2 3 5
2 3 5
L+ SJs, 5y = 2 ¥ 3 . 5
3 3 6
3 3 6

[0.4 ptos por concluir]

¢) 1ra. forma: Siu € U = ({u1, us,us}), entonces existen oy, as, as € R tales que u = aqug +asus+asug
[0.4 ptos por expresar elementos del dominio de L como combinacién lineal de la base].




Luego,

L(u) = a1 L(u1) + aaL(uz) + azL(us) (por linealidad de L)
= 2(a1w1 + agug + agus (por definicién de L)
= 2u.

[0.4 ptos por derivacién anterior.]

Como 2u € U, sigue que L(U) C U [0.4 ptos por justificar inclusién)].

Ademés, por linealidad de L, se tiene que L(Fu) = 3(2u) = u, y como zu € U (porque U es un sub-
espacio vectorial), sigue que u € L(U) [0.6 ptos por derivacién y justificacién de la pertenencial.
Como u es arbitrario, sigue que U C L(U) [0.2 ptos por concluir].

2da. forma: Dado que []g, : U — R5 es un isomorfismo de espacios vectoriales, bastara verificar que
[L(U)]g, = [U]s, [0.8 ptos por enunciar esta forma de abordar el problema].

Sea {e1,...,e5} la base canénica de R5.

Como By = {u1,us,us} es base de U, entonces {{[u1]g, , [u2]s, , [us]s, } = {€1,e2, €3} es base de [U]g,, -
En particular, [U]g, = ({e1,e2,€3}) [0.6 ptos por esta conclusién].

Por otro lado, si u = ajuy + asus + azuz con aq, as, az € R, entonces

2 aq Qg

2 (65 (65}

[L(w)ls, = [L]By By [ulB, = 2 as | =2 as
3 0 0

3 0 0

([0.4 ptos por usar matriz representante para determinar [L(u)|g,])
Luego, [L(U)]s, = ({e1,e2,e3}) [0.2 ptos por esta conclusidn].

En resumen, [L(U)|s, = ({e1,e2,e3}) = [U]s, -

Tiempo: 3.0 hrs.




