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P1. a) (3.0 pts) Para n € N se definen, s9, = E < " +, Z) Y Sopi1 = E ( (n +_ ) Z).
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Pruebe, sin usar induccion, que Vn € N, s5(p41) = S2p+1 + S2n-

b) Un alfabeto se define como un conjunto finito de simbolos o caracteres. Para un alfabeto Ay £ € N, £ > 1,
llamamos palabra de largo £ sobre el alfabeto A a una secuencia finita de caracteres en A. Por ejemplo, abba
y aabaa son palabras sobre el alfabeto A = {a, b}, de largos 4 y 5 respectivamente.
b.1.) (1.5 pts) Sea ¢ > 1. Determine el nimero de palabras de largo ¢ sobre el alfabeto {a, b}
b.2.) (1.5 pts) Sea S el conjunto de palabras sobre el alfabeto {a,b}. Pruebe que S es numerable.

Solucion.

a) En efecto,
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(Porque (a) = 1 y propiedades de sumatorias (0.5 pts))
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b.1.) Sea S el conjunto de palabras de largo £ sobre el alfabeto {a,b}. Podemos representar cada elemento
de Sy como una tupla de largo ¢ a coordenadas en {a,b}, i.e., como un elemento de {a,b}’. Esta
representacién es unica. Formalmente, f : {a,b}* — Sy tal que f((c1,c2,...,ce)) = (c1,C2,...,c0) s
biyeccién (0.7 pts por argumentar que Sy esta en correspondencia 1-a-1 con {a, b}’ ). Sigue, aplicando
la regla del producto, que |S;| = |{a,b}*| = |{a,b}|* = 2° (0.4 pts por invocar o aplicar la regla del
producto y concluir y 0.4 pts por determinar correctamente la cardinalidad de Sy).

b.2.) Observar que S = (Jycn- Se (0.4 pts por expresar S como unién numerable de conjuntos finitos o

numerables). Luego, dado que unién numerable de conjuntos finitos o numerables es finito o numerable,
se tiene que |S| < |N| (0.3 pts por invocar resultado y concluir).




Para concluir, basta con mostrar que S es infinito (porque si un conjunto infinito C'es tal que |C| < |N|,
entonces C es numerable). En efecto, como aa....a € Sy para todo ¢ > 1, sigue que Sy es infinito (0.4

¢ veces
pts por argumentar que S es infinito y 0.4 pts por invocar el resultado que caracteriza numerabilidad).

P2. Sea (G,*) un grupo con neutro e € G. Sea R una relacién de orden en G que verifica la siguiente propiedad,
Vr,y,z € G, TRy = xx 2Ry * z.
Sean Gy ={g € G |eRg}y G_ ={g € G| gRe}.

a) (1.5 pts) Pruebe que G4 NG_ = {e}.
b) (1.5 pts) Pruebe que Vg € G, g€ Gy = gl e G_.

¢) (1.5 pts) Pruebe que (G4, *) es una estructura algebraica (es decir, que * es una ley de composicién interna
en G+)

Asuma que el resultado de la parte c) sigue siendo vélido al reemplazar G4 por G_ (no lo demuestre).

d) (1.5 pts) Pruebe que si G es abeliano, entonces (G4, %) y (G_,*) son estructuras algebraicas isomorfas.

Solucion.

a) Debemos mostrar una igualdad de conjuntos, para lo cual procedemos por doble inclusién (0.2 pts).

Por la reflexividad de R, se cumple que eRe, con lo cual e € G4 y e € G_. Luego, e € G NG_ (0.3
pts). Asi, {e} C G4 NG_ (0.2 pts).
Veamos ahora que G; NG_ C {e}. Sea g € G4 N G_ cualquiera. Como g € G, sigue que eRg; como
g € G_, se tiene que gRe. Asi, tenemos que gRe y eRg (0.2 pts). Por antisimetria de R, necesariamente
se tiene que g = e, o, equivalentemente, g € {e} (0.3 pts). Como g € G4 es un elemento cualquiera,
concluimos que Vg € G NG_, g € {e}. Esto prueba que G4 N G_ C {e} y concluye la demostracién
(0.3) pts.

b) Sea g € G cualquiera y supongamos que g € G..

geGL <= €eRyg (por definicién de G4 (0.25 pts))
— exg Rgxg* (por la propiedad indicada en el enunciado (0.5 pts))
— ¢ 'Re (porque e es el neutro y g~ ! es el inverso de g (0.5 pts))
—= g lteG_ (por definicién de G_(0.25 pts))

Como g € G es un elemento cualquiera, concluimos que Vg € G, g€ G, = g 1€ G_.

¢) Para probar que (G4, *) es una estructura algebraica, debemos mostrar que Vg,h € G4, gxh € G4
(0.2 pts).
Sean g,h € G, cualesquiera. Como h € G, de la parte b) sabemos que h™! € G_, con lo que
obtenemos que h™'Re y eRg (0.4 pts). Por transitividad de R, esto implica que h~*Rg (0.3 pts).
Usando la propiedad indicada en el enunciado, tenemos que

h'Rg = h™'xhRg*h ((0.2 pts))
< eRgxh (porque h~! es el inverso de h (0.2 pts))
< gxheGy, (por definicién de G4 (0.2 pts))

lo que concluye la demostracién.

d) Consideremos la funcién ¢ : G4 — G_ definida por ¢(g) = g~ !, Vg € G4. Notemos que esta funcién
estd bien definida ya que de la parte b) sabemos que si g € G, entonces g~! € G_ (0.3 pts).




Veamos que ¢ es un homomorfismo. Sean g,h € G4,
olgxh)=(gxh)t =h"txg™t. (0.2 pts)

Como G es abeliano, tenemos que h=!x g~ = g7 x A=t = ¢(g) x p(h). Asi, ¢ es un homomorfismo
(0.2 pts).

Veamos ahora que ¢ es biyectiva. Notemos que Vg € G_, g~ € G. En efecto, podemos proceder de
modo andlogo que en b) para obtener que

g€ G_ < gRe (por definicién de G_)
— gxg 'Rexg ! (por la propiedad indicada en el enunciado)
— eRg* (porque e es el neutro y g~ ! es el inverso de g)
— g leGy. (por definicién de G4 (0.3 pts))

Esto permite definir la funcién ¢ : G_ — G4 por ¢(g) = g~1, Vg € G_. Notemos que ¢ o ¢ = idg_
y o = Idg,, por lo tanto ¢ es la inversa de ¢, lo que nos permite conlcuir que ¢ es biyectiva (0.3
pts).

Asi, ¢ es un isomorfismo entre (G4, %) y (G_,*) (0.2 pts).

Indicaciones correccién. En caso de que se demuestre inyectividad y epiyectividad de ¢ separadamente,
asignar 0.3 pts a inyectividad y 0.3 pts a epiyectividad. Mantener los 0.2 pts por la conclusion.

Duracién: 2 horas.



