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PAUTA CONTROL 1

P1. a) Considere la ecuacion diferencial

y  yln(ly
y'+ L= ( D. (1
X X

~—

1) (1,5 pts.) Sea y una solucién de (1) definida en un intervalo I C R\ {0} tal que
y(x) # 0, x € I. Demuestre que z(x) = In(Jy(z)|) satisface la ecuacion diferencial
lineal no homogénea

,  Z 1
L =_ 2
P = (2)
Soluciéon
Trabajando en I = z es derivable, luego 2/ = l%'%y’ = % 10,5 pts|.
Ahora dividiendo (1) por y (en I) se tiene que
! 1 1 1 1
y—+—2=n(‘y’)<:>zl+—225<:> z'—E:——Z\/(—[lpto].
y x 2z x x

Comentarios para correccion

Si no se menciona porque z es derivable en I o que funcionan los calculos
(por €j. al dividir por y # 0 en I), descontar |0,1 pto].

\

2) (2,5 pts.) Use la parte anterior para determinar la solucion de la ecuacion (1) con
y(1) = —1. Determine el intervalo mas grande donde esa solucion esta definida.



Solucion

|

Notamos que (2) es una EDO lineal de ler orden para z < |0,1 pto|, cuyo
factor integrante es ¢(z) = e~/ V% = 1/|z|,2 # 0 « [0,5 pts|. Luego la
solucién general estd dada por

z(x) = |z| ( | ) x € I < (0,5 pts|, ahora notamos que

(1) = In(Jy(1)]) = In(| = 1]) = 0 < [0,2 pts].

Como la condicion estd dada en x = 1 tomamos I =]0,00[, en tal caso
z(z) =z (%z + A) « (0,5 pts|, como z(1) =0= A= —1/2 «+ (0,2 pts],
con ello se llega a

1 1 11 11
() == (505 -3 ) = bl =T 2y =2 < pap.
XL

11
Finalmente como y(1) = —1 nos quedamos con |y(z) = —em(%ﬂ2 2) ;

definida como solucién en |0, co[ (mas grande) v* < [0,2 pts|.

3
|

Comentarios para correccion

Si se trabaja directamente con x > 0, tanto para el factor integrante y con-
secuente con la solucion general de (2) descontar como méaximo [0,5 pts|,
de no lograr discriminar la solucién desde y = =+. . ..

\. J

b) (2 pts.) Determine al menos tres soluciones del problema de valor inicial

/

y = y%, con y(0)=0. (3

~—

|

Solucién

Para resolver y/ = y'/3, suponemos y(t) > 0, se trata de variables separables.
Luego integrando f A8 =t C resulta y(t) = (2/3(t + C’))g'/2 10,7 pts|.
Notemos que expresmn es > 0parat+C > 0«4t > —C' y toma el valor 0 para
t = —C (notando que —C' puede ser > 0 o < 0). Por ejemplo tomando C' = 0,
obtenemos la solucion y(t) = (%t) 3/2 parat > 0y como 3/2 > 1, y(t) es diferen-
(20)*? sit>0
0 sit<0
renciable y satisface la ecuacion con condicion inicial < [0,5 pts|. Por otra par-
ZE-1)"7 sit>1
0 sit<1
es solucion pues en t = 1 y(t) es diferenciable y cumple y(0) = 0 < [0,3 pts|.
Ademas y(t) =0, YVt € R es una tercera solucion < [0,2 pts| v.

ciable en t = 0 <« [0,3 pts|. Asi la funcion y(t) = es dife-

te, si tomamos C' = —1 obtenemos y(t) = , tambien




Comentarios para correccion

2+0)*? sit>—cC

0 sit<-C
que es diferenciable y que tomando C' < 0 obtenemos infinitas soluciones. Esto
también tiene puntaje completo v .

Otra posible respuesta es plantear y(t) = , decir




P2. La siguiente ecuacion diferencial se utiliza para modelar la densidad de una poblacién de
peces, considerando que son capturados con una tasa de pesca constante

dP 1
a (4)

a) (1,5 pts.) Bosqueje el diagrama de pendientes asociado a la ecuacion (4) con P, ¢t € R.
Ind. Le seré ttil estudiar el signo de la funcién P(1 — P) — 1.

Notando que P(1—P) = —(P2—P+1/4) = —(P—1/2)? « 0,3 pts], se sigue
que ‘g: = 0 para P = 1/2 « |0,2 pts|. De lo anterior podemos bosquejar el
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Continuacién

En el bosquejo por marcar equilibrio < [0,3 pts| y < [0,7 pts| por el resto.

Comentarios para correccion

Si la direccion de las pendientes es incorrecta en cualquier region bajar 0,5 pts|.

\.

b) (1,5 pts.) Sea P una solucion de (4), con condiciéon inicial P(0) > 0. A partir del
diagrama conjeture si la poblacion se extingue, es decir P(T)) = 0 para algan T, o
sobrevive, es decir P(t) > 0 para todo ¢.

Ind. Distinga los casos P(0) > 3, P(0) =3, 0< < i




Solucion

A partir del diagrama si P(0) < 1/2 la poblacion se extingue y si P(0) > 1/2
la poblacion sobrevive con th P(t)=1/2 v.
—00

Comentarios para correccion

Asignar [0,3 pts| por el bosquejo correcto de cada tipo de solucion (0,9 pts|
en total) y luego otorgar < |0,6 pts| por expresar correctamente la respuesta.

\. J

¢) (1,5 pts.) Determine todas las soluciones (expresiones matematicas) de la ecuacion
(4), explicitando el mayor intervalo donde estan definidas.

Solucion
Desde la parte a) % = —(P — 1/2)2, suponiendo P(ty) # 1/2 < [0,1 pto],

t
separando variables e integrando se llega a [ (P_d% = —(t — tp) de donde se
to

1 1

2" (Plo)—1/2) "+t —to
ma expresion se indefine para t = tg — (P(tg) — 1/2)~! « [0,2 pts|. Ahora si
P(ty) > 1/2 entonces (P(tg) —1/2)~! > 0, < ¢y y la solucién queda definida
en ], 00[ < [0,2 pts]. Ahora si P(tg) < 1/2 entonces (P(tg)—1/2)"!1 <0, > to
y la solucion queda definida en | — oo, €[ <— |0,2 pts|. Finalmente si P(tp) = 1/2
la solucion es P(t) = 1/2 (constante) definida en todo R « (0.2 pts|.

obtiene | P(t) = < 0,6 pts]. Notar que la ualti-

d) (1,5 pts.) Para P(0) > 1, determine lfm P(t).

t—o00

Cuando P(tg) = 1/2 entonces P(t) = 1/2 es solucion constante y claramente
th’m P(t) =1/2 < [0,5 pts|]. Cuando P(tg) > 1/2 la solucion esta definida en
—00

Jt, 0o[ y luego tlglolo P(t) = tllglo =1+ (P(to)—1/12)—1+t—to =1/2 < [1 pto] v,




P3. a) (3,5 pts.) Use la sustitucién z = 2% + y2, para resolver el problema

y:

Ve Y y(0) =1
Y ' '

Solucion

Procediendo como se indica 2/ = 2z + 2yy’ = 2yy’ = 2/ — 2z « [0,5 pts|,
reemplazando en la EDO se llega a 2/ = 24/z, que es una EDO a variables
separables < [0,5 pts|. Notamos que z # 0, sino y = 0 para todo z lo cual
no es compatible con y(1) = 1 < [0,3 pts|. Ademas z(0) = 3?(0) + 0% =
12 = 1 <+ [0,5 pts|, luego separando variables se llega a \/z = x + C con
C =1 « (0,5 pts|, (pues ¢(0) = 1), esto implica que

2)=(x+1)2= P (z)=(z+1)2 -2 = y(z) = £vV2x +1 « [1 pto).

Tomamos el signo + que es compatible con y(0) = 1, luego nos quedamos con
y(x) = vV2z + 1| v definida en [-1/2, 00| < [0,2 pts].

\

Comentarios para correccion

Si no trabaja o no se logra discriminar el signo £ en el procedimiento descontar
a lo sumo < 0,5 pts|, dependiendo del desarrollo que se presente.

b) (2,5 pts.) Encuentre la solucion del problema con condicién inicial

y =vy?—2zy+22+1, y(0)=1.

Ind. Piense en un cambio de variables adecuado.

Solucion

Notando que la EDO propuesta equivale a ¢’ = (y — x)? 4 1, consideremos el
cambio de variable u = y—x < [0,5 pts|. Tal cambio nos conduce a la EDO de
variables separables u’ = u? < [0,5 pts|. Notar que u = 0 no es soluciéon, pues
u = 0 equivale a y(z) = x lo cual no es compatible con y(0) =1 « 0,2 pts|.

Resolviendo separando variables queda —1/u = z+C'y como y(0) = 1 implica

u(0) = 1 luego C = —1. De lo anterior se llega a u(z) = ;== « [1 pto|. Como
1 2
u(z) = y(x) — x se obtiene que |y(z) = # ,x =1 v« [0,3 pts].
—x
Cabe senalar que tal solucion esta definida como tal en | — oo, 1[. compatible

con la condicién dada en x = 0 del problema.




Comentarios para correccion

Notando que la EDO también es equivalente a y' = (z — y)? + 1, otro cambio

de variable es v =  — y lo cual conduce a v' = —v?, procediendo como arriba
2 — gy — Il
se llega a |y(x) = ——1 |'® = 1, lo cual coincide con lo hecho para u, por
x —

ende se debe corregir de manera idéntica haciendo los ajustes respectivos para

este cambio v.

Solucién alternativa

Se puede observar que la EDO es tipo Ricatti, se tiene que z — yp(z) = z es
una solucion particular < [0,5 pts|. Luego el cambio y =z + 1/z « [0,2 pts],
conduce a la siguiente EDO lineal para z : + 0,3 pts|, luego
por integracion directa se llega a z(x) = —x + C' + (0,5 pts|, usando es-
to en el cambio y = x + 1/z conduce a y(x) = % « 0,5 pts|, co-
mo y(0) = 1 se tiene C' = 1 < [0,3 pts| y la solucién rambién resulta ser
1tz x?
- 1-z

y(z) < 10,1 pto] ,x # 1 < [0,1 pto].




