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CONTROL 1

P1. Ejercicios
a) (3 puntos) Tomando la sustitucion v = Iny, resuelva la ecuacion diferencial

2
v (x) +ay(x) = ——ylny parax >0
T

Solucién.
En primer lugar, se tiene que
dv 1dy
— = 0.5 t
ix i (0.5 puntos)
Luego,
dv 1 {2 ] {2 ]
—=—|—yhytay|l =—|-v+ua
dx Yy lx x
la cual es una ecuacioén lineal de primer orden dada por
d 2
é + V=2 (0.5 puntos)
Aplicando el factor integrable
2
w(z) = exp (/—da:) =exp (2Inz) = 22 (0.5 puntos)
x
se tiene que
d 2
w(z) {_v + —v] = —zu(x) (0.5 puntos)
r T
d
. [°v (2)] = —2°
Integrando, existe una constante C' € R tal que
1
v (z) = —Z—lx‘l—i-C'
1 C
v(z) = —L—lﬁz + p (0.5 puntos)

Finalmente,

donde C' € R es una constante. (0.5 puntos)



b) (3 puntos) Determine una solucién positiva de la siguiente ecuacion para x > 1.
2z
, x e 1
+ + -=0
/ (ﬁ—4>y (ﬁ—1>y

Esta es una ecuaciéon de Bernoulli para n = —1. Tomando

Solucioén.

=yt =1 (0.5 puntos)

se tiene que

O bien,

Y _ o (0.5 puntos)
z ol Kl PO .5 puntos

Tomando el factor integrante

i (2) = exp ( / = ldx) —oxp(ln(® — 1) =2~ 1 (0.5 puntos)

y multiplicando la ecuaciéon por u, se verifica

)z @) = -2 (_ 1) (o)
d

- [(xQ — 1) > (x)] = 9% (0.5 puntos)

Integrando, existe una constante C' > 0 (ya que C' = (22 — 1) 2 (z) + €** > 0) tal que

(22 =1)z(z) = —e*+C

C — 2x
z(z) = e _61 (0.5 puntos)

Luego, la soluciéon positiva de esta ecuacion esta dada por

C— 2z
y(z) = o _61 (0.5 puntos)

P2. Un paracaidista de masa m > 0 se lanza desde un aviéon y abre su paracaidas. La fuerza de
friccion que frena al paracaidista es proporcional al cuadrado de la velocidad con que cae,
con una constante de proporcionalidad k£ > 0. Sea g > 0 la aceleracion de gravedad.



a) (1 punto) Si v (t) representa la velocidad con que cae el paracaidista, considerando el
sentido de caida como positivo, explique por qué v verifica la ecuacion diferencial

v
m = mg — ko (1)

Solucién.

La segunda ley de Newton senala que la suma de fuerzas externas que acttian sobre
un cuerpo es igual al producto entre la masa m y la aceleracion (que corresponde a la
derivada temporal de v). (0.4 puntos)
Las fuerzas externas son el peso (P = mg) y la friccion (F), la cual es proporcional
a v? y va en contra del sentido del movimiento. Entonces, como el sentido de caida se
considera como positivo, se tiene que F' = —kv?. (0.4 puntos)

En conclusion,

dv
S _pP_F
7
=mg — kv ()] (0.2 puntos)
my , . :
b) (4 puntos) Defina o = - Verifique que v; () = « es una solucion particular de

la ecuacion. Use dicha informaciéon para calcular la soluciéon general con la condicion
inicial v (0) = vy > 0.

Indicaciéon: Exprese la solucion en funciéon del parametro a.

Solucion.

Es facil comprobar que v; = « es solucién particular. (0.4 puntos)
Dado que es una ecuacion de Riccati, se aplica la sustitucion

1
V=0 — — (0.4 puntos)
Y
Luego,
/
v = y—2
)
y/
B PP D
g- )=
k 1\*
g-—la--) =5
m Y

k(o 20 1 Yy’
- o — — _ i
9= y P 2
200k ko
my my? oy

k . 2ak

—— =y - —y (0.8 puntos)
m m

la cual es una ecuacién lineal. Tomando el factor integrante

20k 20k
fi(t) = exp (/ == dt) = exp (__a t) (0.4 puntos)
m m



se cumple que

, 20k k
Yy ——y=——
m m
k k 20k
Ty =S = Lo (—it) (0.4 puntos)
2ak k 20k
exp| ——t)y(t)=—— [ exp| ———t)dt
2ak 1 2ak
exp <—it) y(t) = —exp (—&t) +C
2a m
1 2cv
y(t) = % + Cexp (—t) (0.4 puntos)
o
para una constante C' € R. Por lo tanto,
1
v(t) =a— ——=
) y (1)
2
=a-— a Sk (0.4 puntos)
14 2aC exp (—t)
m
Aplicando la condicién inicial v (0) = vy,
2a
vg=a— ——
0 14 2aC
1 [v+«
=5 (Uo — a) (0.4 puntos)
En conclusion,
2av
v(t)=a—
2ak
14 2aCexp (it)
m
2a
vt)=a (vo—i—oz) (M)
1-— exp | —t
Vg — m
9 _
v(t)=a— (v =a) (0.4 puntos)

¢) (1 punto) Asuma que vy
Solucién.

es posible verificar que la derivada es no negativa.

Por otra parte,

tlgi-noo v (t) -

lim
t—4o0

20k )
—t
m

> «. Verifique que v (t) es decreciente y que v (t) € (a, vg].

vo—a—(v0+a)exp<

20k
Dado que (vy + «) exp (—t) es creciente, se tiene que v (t) es decreciente. También
m

(0.5 puntos)

20 (vg — @)

‘T 20k

2a)
t
m

vo—a—(vo+a)exp<



2k
2a (vg — ) exp (—it>
m

= lim |« =«
t—+o00 20k
(vo—a)exp | ———t ] — (vo + @)
m
lo cual permite concluir que o < v (t) < vy para todo t > 0. (0.5 puntos)

P3. Considere el siguiente problema de Cauchy para gy, € R.

y = P Arctan (y)cos (y) parateR

y(0) = wo
a) (1 punto) Encuentre todas las soluciones constantes de la ecuacion diferencial.

Solucién.
Si ¢ es una solucién constante, entonces ¥y’ = 0. Luego, debe verificarse que

Arctan (y) cos (y) =0 (0.4 puntos)

k
Dado que cos (y) = 0 siy solosiy € { (— + 1) m| ke Z} yArctan (y) = 0 si y solo

2
si y = 0. Por lo tanto, las funciones y = a, con

{3

son las tnicas funciones constantes que son solucién de la ecuacion.

ke Z} u{0} (0.6 puntos)

b) (3 puntos) Pruebe que, para cada yo € R, el problema de Cauchy posee solucion tnica.

Solucién.
Es necesario verificar las hipotesis del Teorema de Existencia y Unicidad. Sea f : R*> — R
dada por
t
(V(t,z) eR?)  f(ty) = e Arctan (y) cos (y)
Dicha funcion es continua en su dominio. (0.5 puntos)
Por otra parte,
0 t
8_“;; =17 [ZOQS%(—Z/E — sin (y) Arctan (y)} (0.4 puntos)
donde .
t
(Vt € R) ‘ e < 3 (0.4 puntos)
y
veeR) | “SW _gn o) Arctan ()] < | <Y 4 jsin () Avctan ()]
x — sin rctan — in rctan
2+ 1 Y PI=le Y Y
<1+2 (0.4 puntos)

- 2



Por ende,

of t cos(y) .
2 —
(V(t,z) € R?) '0_y _‘1+t2 [yQ—i-l — sin (y) Arctan (y)
1 m
< - <1 + —) (0.4 puntos)
2 2
af 9
probando que 50 es acotada en R”.
Y
Como consecuencia del Teorema del Valor Medio, se tiene que f es Lipschitz continua
con respecto a su segunda componente. (0.4 puntos)

Por lo tanto, el problema de Cauchy posee una solucion tnica y € C' (R).(0.5 puntos)

Nota: También es posible argumentar que 90 es continua en R?, lo cual implica que
Y

la funciéon f sea Lipschitz continua con respecto a su segunda componente. Este razo-

namiento tendra el mismo puntaje.

(2 puntos) Demuestre que las soluciones para cada yy € R son acotadas.

Indicacion: Analice diferentes tipos de condiciones iniciales. Suponga que y no es aco-
tada superiormente y deduzca que existe 7' > 0 tal que y (7') es igual a una soluciéon
constante.

Solucién.
k
Siyy € { <§ +1 )7 ' k € Z y U {0}, entonces la solucién es tnica y constante, de

acuerdo a las partes a) y b). Por ende, la solucion es acotada. (0.8 puntos)

Si ahora yy ¢€ { (g + 1) T

que la solucién y € C! (R) no es acotada superiormente. Dado que y es continua y no

ke Z} U {0}, se procede por contradiccion. Se supone

k
acotada, existe T' > 0 tal que y (T") = (5 + 1) T = ag, para algin k € Z.(0.4 puntos)

Se observa que y (t) es solucion tnica del problema

y = T Arctan (y) cos (y) parat € R

y(T) = ay (0.4 puntos)

Dado que y = a;, es una solucién del problema, se concluye que y es constante, contradi-
ciendo que y no sea acotada superiormente. En conclusion, la solucion debe ser acotada
para toda condicién inicial. (0.4 puntos)



