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Pauta Control 1.

P1.- Considere un cuerpo flotando en un fluido viscoso bajo la accién de la gravedad. Ante una
perturbacién del liquido, su desplazamiento vertical con respecto al punto de equilibrio,
es modelado por la siguiente ecuacién

y'(t) — 2ey'(t) + (€ + 6%)y(t) = f(t), t€ 0,00, (1)

donde 0, € son constantes reales y f(¢) una fuerza externa que actia sobre el cuerpo.

1. Resuelva la ecuacién homogénea asociada a la ecuacién anterior. Para ello, considere
los casos 6 #0y € € R; ademds, § =0y € # 0.
2. Considere ¢ = 0. Utilizando el método de los coeficientes indeterminados resuelva la
edo no homogénea para f(t) = cos(t).
3. Describa el comportamiento de la solucién cuando § tiende a 1.
Solucion
1. Sin pérdida de generalidad, consideremos § > 0. Notemos que el polinomio carac-

teristico asociado a esta dado por
p(A) = A% — 2e\ + € 4 6% (0.2 pts)
cuyos valores caracteristicos (o raices) son
Ar =e=£1id. (0.3 pts)

Si 6 = 0, tenemos que el valor caracteristico es A = ¢ de multiplicidad dos. Por lo
que la solucién general de la ecuacién homogénea esta dada por

yn(t) = Ae" + Bte®, A, B € R. (0.7 pts)

Por otro lado, si § # 0. Tenemos que los valores caracteristicos son complejos, por
lo que la solucién general estd dada por

yn(t) = Ae cos(0t) + Be“ sin(0t), A, B € R. (0.8 pts) (2)



2.

a) Considerando f(t) = cos(t), obtenemos la ecuacién

(D2 + (52)y(t) = cos(t). (3)

Por el punto anterior, sabemos que la base del problema homogéneo esta dada
por {y1,y2}, donde y1(t) = cos(dt), y2(t) = sin(dt). (0.3 pts)

Al aplicar el operador D? + 1 a la ecuacién anterior obtenemos la siguiente
ecuaciéon homogénea

(D? +1)(D? + 6%)j(t) = 0. (0.3 pts)

Tenemos los siguientes casos

1)

Si § # 1. Tenemos que la solucién general de esta ecuacién esta dada por
gn(t) = Acos(dt) + Bsin(dt) + C cos(t) + Dsin(t). (0.3 pts)  (4)
Por lo que, la solucién particular de tiene la forma
yp(t) = C cos(t) + Dsin(t), (0.3 pts) (5)

donde Cy D son constantes reales por determinar. Reemplazando y, en (3))
tenemos que

(6% — 1)y,(t) = cos(t). (0.1 pts) (6)

Asi, tenemos que C = 1/(6> — 1) y D = 0. (0.1 pts) Concluimos que la
solucién general es

y(t) = Acos(0t) + Bsin(ot) + ﬁ cos(t), A,BeR. (0.4 pts)

Si § = 1. Tenemos que la solucién general de esta ecuacién esta dada por
gn(t) = Acos(t) + Bsin(t) + Ctcos(t) + Dtsin(t). (0.3 pts) (7)
Por lo que, la solucién particular de tiene la forma
yp(t) = Ctcos(t) + Dtsin(t), (0.3 pts) (8)

donde Cy D son constantes reales por determinar. Reemplazando y;, en (3))
tenemos que

—2C'sin(t) + 2D cos(t) = cos(t). (0.1 pts) (9)

Asi, tenemos que C' =0y D = 1/2. (0.1 pts) Concluimos que la solucién
general es

y(t) = Acos(0t) + Bsin(dt) + %t sin(t), A,B e R. (0.4 pts)



b) De manera alternativa se puede utilizar el método de variacién de pardmetros
para encontrar la solucién particular. En este caso consideramos y;, por

Yp = e)‘2t/e(’\1)‘2)t (/ e M® cos(x)dx) dt (0.5 pts)

para A} = id y A9 = id (también se puede cambiar el orden de A\; y Ay pero
el procedimiento es el mismo). De acuerdo a lo visto en catedra la forma mas
sencilla de resolver este problema es reemplazar cos(z) por (e + e~"*)/2:

i@ | —ix —ibt it(1-96) —it(146)
—ist [ 2ist _isz € e e 26t [ € 2
— € TC  gp)da=S— - dt
= / (/ 2 ’“") 2 / ((1—6>i <1+5>z’)

_pidt Cit(146)  —it(1-0) st Lit(1+9) o—it(1-0)
=3 / G- axon )" 2 \a-oatoe "axoa—oz

(1.5 pts)

cancelando términos en lltima expresiéon obtenemos

o0t (e(1+6)ti e(l—é)ti) _ cos(t)

(1 pts)

= \aoe T asey) T i

3. Para t fijo, tenemos que
lim y(t) = oo (0.5 pts)

o—1t

lim y(t) = —oo (0.5 pts)
0—1—



P2.- Considere la ecuacién diferencial a coeficientes variables de orden 2:
2y (x) — xy/ () + 5y(z) = f(x), €0, 0. (10)

1. Utilizando el cambio de variable z(u) = y(e") y x = €, deduzca que la EDO
se reduce a la EDO lineal a coeficiente constantes en z con variable independiente

2" (u) — 22" (u) + 52(u) = f(e¥).

2. Encuentre la solucién general de la ecuacién no homogénea para f(z) = x.

3. Utilizando el método de variacién de paramétros resuelva la edo no homogénea para

f(x) = zsec(2In(x)).
Solucién

1. Considerando el cambio de variable z(u) = y(e") y x = €, tenemos que

2 (u) =e"y'(e"),

" _ou, lu 2u, I/ u (0'3 ptS)
2" (u) =e"y'(e") + e“"y" (e*).

Asi, tenemos que

2 (u) =xy (z
z”Eu; :mz'i.’r; + 2%y (z) = 2 (u) + 2%y (z). (0.4 pts)
Reemplazando obtenemos que
2'(u) — 2/ (u) — 2/ (u) + 5z(u) = 2%y — xy/ + 5y = f(x) = f(e*). (0.3 pts) (11)
2. Notamos el operador diferencial asociado a la ecuacién es

P(D)=D?-2D+5

, cuyas raices son A = 1+2i (0.3 pts).

Asi, la solucién del problema homogéneo esta dado por
zn(u) = Azi(u) + Bza(u) = Ae" cos(2u) + Be"sin(2u), A, B € R. (0.3 pts)
Aplicando a la ecuacién el operador (D — 1), obtenemos la ecuacién homogénea
(D—-1)P(D)z2(u) =0. (0.4 pts)
Tenemos que la solucién general del problema homogéneo

Zp(u) = Ae" + Be" cos(2u) + Ce"sin(2u), A, B,C € R.



Ademds, la solucién asociada al operador D —1 es Z(u) = e* (0.3 pts). Por lo que,
la solucién particular de la ecuacién tiene la forma y,(z) = @) = Az

Reemplazando la solucién particular en , tenemos que
a:QyJ’D’ —xy, + 5yp = (—A+ 5A)x = 4Ax
lgualando al lado derecho de ([10]), obtenemos que A =1/4. (0.3 pts)

Concluimos que la solucién general del problema no homogenéo esta dada por
1
y(z) = Az cos(2In(z)) + Bz cos(21n(x)) + Vil A,B € R. (0.4 pts)

3. Dado que no es posible utilizar el método de coeficientes indeterminados, utilizaremos
el método de variacién de pardmetros. Utilizando las variables v; = 2z y v = 2/, nos
permiten reescribir la ecuacién (11)) como un sistema, obtenemos que

(2) - <(2) js) (2) + <f(2u)) . (0.5 pts)

Tenemos que la matriz fundamental y su inversa estan dadas por de este sistema es

zZ1 22 1 1 Zé —2Z22
donde W = zjz9—2z12, = —2e%u (0.3 pts) es el Wronskiano de z; y z3. Buscaremos
una solucién particular de la forma

zp(u) = F1(u)z1(u) + Fa(u)ze(u), (0.2 pts)

donde Fj y F> satisfacen la relacién

R = [ZROIE) gy - [ 201D

Reemplazando f(e") = e%sec(2u), 21, z2 y el Wronskiano, obtenemos

Qe Qe

Fuu) = / sin(2u)f(e") , / sin2u)e seo(2u) / sin(u) ~ 2 In(cos(2u)) (0.4 pts)

2 cos(2u)

Fy(u) _/ cos(2u)2€:usec(2u> du = — / ;(?js((?;i)du = —%u. (0.4 pts)

Volviendo a la variable original tenemos que la solucién del problema no homogéneo
para f(x) = xsec(2In(z)) esta dada por

y(x) =Ax cos(2In(x)) + Bz cos(21n(x))

— iln(cos(ﬂn(:c))) cos(21n(z)) — %ln(x)x cos(21ln(z)), A,B € R. (0.7 pts)



P3.- Considere la el problema

(py") + Ay =f, en]0,1[ y(0)=0, y(1)=0. (12)

para p : [0,1] — R una funcién continuamente diferenciable en todo el intervalo [0, 1],
f:[0,1] — R continua y A € R. Suponga ademds que p(z) > 0 para todo z € [0, 1].

1. (1 pts) Sean yi,y» dos soluciones homogéneas y Li. de (12)). Demuestre que el
Wronskiano W asociado a y1,y2 es igual a

W(x) = pg), vz €0, 1]

para algin C # 0.

2. Considere el caso f = 0. Demuestre que si y es una solucién no nula del problema

(12]), entonces
1
N Jo py?dx
1
Jo y2dx
y por lo tanto A > 0. Indicacién: Multiplique la ecuacién por y y luego integre por

partes el término fol (py) ydz.

3. Parael caso p = 1y f = 0, encuentre todos los posibles valores de A para los
cuales el problema tiene solucién y las soluciones no nulas para cada uno de esos
valores de \. Observe que la solucién para cada A no es Unica, jcontradice esto
el TEU para ecuaciones lineales? Si f no es nula, jes tnica la solucién para este
caso? Justifique. Indicacién: Utilizando el item anterior justifique que la solucién
es de la forma Acos(v/Az) + Bcos(v/Az). Luego utilice las condiciones de borde
adecuadamente para encontrar A\ y la solucién correspondiente.

Soluciéon

1. La ecuacién homogénea asociada a ([12)) se puede expresar como
/
A
Y+ 2y + 2y =0 (0.2 pts)
p p

luego utilizando la férmula de Abel (0.2 pts) obtenemos
o

(@) (0.2 pts),

/
W(x) = Cexp <— / de) = Cexp(—In(p(x)) (0.2 pts) =
donde C' # 0 pues y1,y2 son l.i. (0.2 pts)

2. Sea y solucién no nula del problema (12]) para f = 0. Podemos multiplicar la ecuacién
y luego integrar para obtener que

1 1
/ (py')'ydz + A / y*dz = 0. (0.3 pts)
0 0

6



Integrando por partes y utilizando que y(0) = y(1) = 0 obtenemos que

1 1
—/ py'%dx + )\/ y?dr = 0. (0.7 pts)
0 0
entonces como ¥ es no nula podemos dividir por fol y2dx (0.3 pts) para obtener que

1 2
A= fo#‘ (0.7 pts)
Jo y2dx
. Del item anterior sabemos que el problema solo puede tener solucién si A > 0 (0.2 pts)
. El caso A = 0 nos entrega la solucién y;, = 0, luego nos interesa el caso A > 0
(0.2 pts). Para A > 0 la solucién homogénea del problema es de la forma

yn = Acos(VAx) + Bsin(VAz). (0.3 pts)

De la condicién y(0) = 0 sabemos que A = 0. De la condicién y(1) = 0 deducimos
que
Bsin(vA) = 0. (0.3 pts)

De esto se desprenden dos posibilidades B = 0 o sin(v/A) =0 (0.2 pts). La primera
alternativa solo entrega la solucién trivial (0.2 pts). De la segunda deducimos que
VX = kr para algin k € Z (0.3 pts). Luego los posibles valores de X son

A = k%72 para todo k € N. (0.2 pts)

Para cada k existen infinitas soluciones de la forma y, = Bsin(knrz) para B € R
(0.2 pts). Esto no contradice el TEU, pues en este teorema establece la unicidad
del problema de condiciones iniciales (0.3 pts). Ademads, podemos observar que si y
es solucién para el problema no nulo, podemos definir z = y + y5, (0.2 pts) donde
Y es una solucidn para el caso f = 0 y obtener

2+ Xz =y + Ayp + 2"+ Az = f. (0.2 pts)

Por lo tanto el problema no tiene una dnica solucién (0.2 pts).



