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MA1101
Introduccion al Algebra 2024-3

P1.
(a) (3 puntos) Sabiendo que la proposicién

Slse q) = rl=[(pVg) Ar]
es falsa, determine el valor de verdad de p, g, 7y S.
(b) (3 puntos) Considere la sucesion de reales 1, dada por

Ug = 2

uy = 3

Uy = 3un—1 - 21/[71-2
demuestre usando induccién que

(Vn € ]N)(un =2"+ 1)

Solucion
(a)
+ (0.5 puntos) Si —1[(s & —q) = —r] = [(p V q) A 1] es falsa se deduce que

S[se )= - rl=VA[pVvg Ar]=F
(0.2 puntos) Si =[(s & —q) = —r] = V se deduce que

(s -q) = -r=F

(0.5 puntos) Si (s & —|q) — —r = F se deduce que
(s -q)=VA-r=F

(0.2 puntos) Si =+ = V se deduce que

r=V

« (0.5puntos) Sir = Vy[(pVq) Ar] = F se deduce que
pVgq=F
« (0.5 puntos) Si (p V q) = F se deduce que
p=FAq=F

* (0.6 puntos) Si (s & —q) = V'y g = V se deduce que

s=V

En resumen
p=F gq=F r=V s=V

(b) Caso base.n = 0y n = 1. Notamos que por definicion 1y = 2y 11 = 3, mientras que la férmula nos indica
g =2%+1=2 (0.5 puntos)
up =21 +1 =3 (0.5 puntos)

lo cual es consistente, por lo tanto se cumple el caso base.
Hipétesis de inducciéon. Asumamos que

(Vn € N)(u, = 2" +1 A g =21 +1)

(0.5 puntos) (0.5 puntos)
Paso inductivo. Debemos mostrar que



(Vn € IN) (un+1 =2l 4 1) (0.5 puntos)
Para ello, sabemos que por definicion que
Ups1 = Uy — 2Up1
y al usar la hipétesis de induccién llegamos a
Upyr = 3y — 21y
=3(2"+1) -2(2"" +1)
=3.2"+3-2"-2
=2.2"41
= 2"*1 1 1 (0.5 puntos)
P2.
Sean X e Y dos conjuntos y f : X — Y una funcién. Se define
F: XXX—->YXY
(x1,x2) = F(x1,x2) = (f(x1), f(x2))

(a) (2 puntos) Muestre que f es inyectiva si y solo si F es inyectiva y que f es epiyectiva si y solo si F es epiyectiva.
(b) (2 puntos) Muestre que la afirmacion

(YA, B € P(X))F(AXB) = f(A) X f(B))
es verdadera.
(c) (2 puntos) Muestre que la afirmacion

(VC,D € PN)F((Cx D)) = (F O x F (D))

es verdadera.

Solucion
(a) Inyectividad. Mostremos la doble implicancia, partiendo por = . Sean (a1, b1), (a2, b) € X X X se tiene que

F(aq, by) = Faz, by) = (f(a1), f(b1)) = (f(a2), f(b2)) (0.2 puntos)
= f(a1) = f(a2) A f(b1) = f(b)
= a; =a, ANb; =b, (0.2 puntos)
—t (ﬂl, bl) = (ﬂz, bz) (0.1 puntos)
Lo que muestra que F es inyectiva.

Mostremos ahora la inversa < . Sea (1, b) € X X Xy tomemos (a9, bo) fijo. Si asumimos que F es inyectiva, se
tiene entonces que

F(a,ao) = F(b, by) = (a,a0) = (b, bp) (0.2 puntos)

(f(a), f(ao)) = (f(b), f(by)) => a =bAag =Dy (0.1puntos)

f(a) = f(b) A f(ap) = f(by) = a=bAag=Dby (0.1puntos)
En particular, y fijando nuestra atencion tnicamente en el par (a, b) se llega a
f(a) = f(b) = a = b (0.1 puntos)

es decir f es inyectiva.

Epiyectividad. Mostremos la doble implicancia, partiendo por = . Sea (yl, yz) € Y X Y. Dado que f es epiyectiva,

se tiene que existen X1, X; tales que f(x1) = y1 y f(x2) = Y2, (0.3 puntos) luego
F(x1,x2) = (f(x1), f(x2)) = (y1,y2) (0.2 puntos)

lo que indica que F es epiyectiva. Mostremos ahora la inversa < . Sean RS Yy Yo € Y fijo. Dado que F es

epiyectiva, se tiene que existe (x, xo) tal que F(x, x0) = (v, Yo) (0.1 puntos),



(A(x, x0) € XX X)(F(x, x0) = (y, ¥0)) = (A(x, x0) € X X X)(f(x), f(x0)) = (¥, Yo)) (0.2 puntos)
= (A(x, x0) € XX X)(f(x) =y A f(x0) = yo) (0,1 puntos)

En particular, fijando nuestra atencién en x se tiene que

(Ix € X)(f(x) = y) (0,1 puntos)

es decir f es epiyectiva.
(b) Sean A, B € P(X). Si (y1,Y2) € Y X Y es tal que (y1,Y2) € F(A X B) se tiene que I(x1, xp) € A X B tal que
F(x1,x2) = (y1,¥2) = (f(x1), f(x2)) = (y1,Y2) (0.4 puntos

)
—t f(xl) =1 A f(xz) =1 (0.2 puntos)
= y1 € f(A) Ay, € f(B) (0.2 puntos)

)

= (¥1,Y2) € f(A) X f(B) (0.2 puntos
esto dice que F(A X B) C f(A) X f(B). Inversamente, sea (11, 12) € f(A) X f(B), se tiene que
y1 € f(A) Ays € f(B) = (Axy € A)(f(x1) = y1) A (Txz € B)(f(x2) = y2)

(0.4 puntos)
— (A(x1,x2) € AX B)((f(X1), f(XQ)) = (y1,y2)) (0.2 puntos)
( )
( )

= (A(x1,x2) € AXB)(F(x1,x2) = (yl, yz)) 0.2 puntos
= (y1,Y2) € F(A X B) 0.2 puntos
Lo de arriba dice que f(A) X f(B) € F(A X B). Dado que hemos probado la doble contencion, se tiene que
F(AXB) = f(A) % f(B)
(c) Sea
(x1,%2) € F1((C X D))
Esto significa que
(f(x1), f(x2)) ¢ CXD = f(x1) ¢ CV f(x) ¢ D (0.4 puntos)
Por definicion de preimagen, esto implica:
X1 ¢ f_l(C) VX ¢ f_l(D) (0.3 puntos)
Por lo tanto,
(x1,x2) & fHC) X YD) = (x1,x2) € (f1(C) x £ 1(D))* (0.3 puntos)
En definitiva F~((C x D)°) C (f_1 (C) x f_1 (D))¢. Inversamente, el anélisis es similar, de hecho todas las

implicancias de arriba se invierten, en detalle:

(x1,x2) € (f HC)X fFHD))* = (x1,x2) ¢ f 1 (C)X f (D) (0.3 puntos)

(
= x1 ¢ f(C)Vxy & f (D) (0.3 puntos)
= (f(x1), f(x2)) ¢ CxD (0.2 puntos)
= (x1,x2) € F}((C X D)") (0.2 puntos)
P3.
Dadon € IN'\ {0} definamos E = {1,2,3, ..., n}. En P(E) se define la relacién R mediante

ARB& ACB

(a) (1.5 puntos) Muestre que R es una relacion de orden. Muestre que es una relacién de orden total sizn = 1,y que es
parcial sinn > 1.

(b) (1.4 puntos) Decida si R tiene elementos maximos o minimos y si estos son Uinicos o no.

(c) (0.8 puntos) Realice un diagrama de Hasse de R considerando nn = 3.

(d) Sean A, B € P(E) dados por A = {x1,x2, ..., Xj}y B ={y1, Y2, -, Yxconx; <xp << xje
Y1 <Yy <---< Yy diremos que A < Bsi (Jij € E) tal que

- (Vi < ip)(x; = y)



* Xj, < Yi,. Diremosque A < BsiA<BVA=B.
(por ejemplo {1, 2,3} < {1,2,4,5} pues los elementos estan ordenados en forma creciente y coinciden hasta obtener
una diferencia en la tercera posicion)

En P(E) se define la relacion S mediante
ASB & (JAl < |B|)V (Al = |B| AA < B)
(i) (1.5 puntos) Se sabe que S es una relacion de orden (no es necesario mostrarlo). Muestre que S es extension de
la relacién de orden parcial R, es decir muestre
* S es una relacion de orden total
* (YA,Be P(E)(ARB = ASB)
(i) (0.8 puntos) Asuma que 1 = 3. Sobre el diagrama de Hasse de R encontrado anteriormente, realice un
diagrama de Hasse de S.

Solucién
(a) Reflexividad. (0.3 puntos) La relacion C es reflexiva si para todo conjunto A, se cumple que:

ACA

Esto es cierto porque, por definicién, todo elemento de A pertenece a A. Por lo tanto, A C A es siempre verdadero.
Antisimetria. (0.3 puntos) La relacién C es antisimétrica si, para todos los conjuntos A y B, se cumple que:

ACBABCA— A=B
Esto es cierto porque, si A C B, entonces todo elemento de A pertenece a B, y si B C A, todo elemento de B

pertenece a A, por lo que A = B.
Transitividad. (0.3 puntos) La relacion C es transitiva si, para todos los conjuntos A, B y C, se cumple que:

ACBABCC= ACC
Esto es cierto porque, si A C B, entonces todo elemento de A pertenece a B. Si ademas B C C, entonces todo
elemento de B pertenece a C. Por lo tanto, todo elemento de A pertenece a C, lo que implica A C C.

Relacién de orden total. (0.3 puntos) Notamos que si 7 = 1 entonces E = {1}y por tanto P(E) = {@, {1}}. Porlo

que la Gnica opcién es comparar @ con {1} o viceversa. Dado que @ C {1} se tiene que @R{1}, por lo tanto R es
total.

Relacién de orden parcial. (0.3 puntos) Sin > 1 entonces A = {1} y B = {2} son tales que A, B € P(E), pero
{1} 2 {2} A {2} & {1} por lo que {1}R{2} A {2}K{1}, lo que indica que {1} y {2} no se pueden comparary por lo
tanto R es parcial.

(b) Elemento maximo. E es elemento maximo pues (VA € P(E))(A C E) es decir (YA € P(E))(ARE) (0.4 puntos).
Este elemento es Unico, pues de existir otro elemento E” tal que (VA € P(E))(ARE’) se tendria que ERE’ y al
mismo tiempo E'RE por lo que E = E’. (0.3 puntos)

Elemento minimo. @ es elemento minimo pues (YA € P(E))(@ C A) es decir (YA € P(E))(ZRA). (0.4 puntos)
Este elemento es Unico, pues de existir otro elemento @’ tal que (YA € P(E))(@” C A) se tendria que @R@’ y al
mismo tiempo @'R@ por lo que @ = @’. (0.3 puntos)

(c) (0.8 puntos) Para . = 3 se tiene que E = {1, 2, 3} por lo tanto un diagrama de Hasse puede ser



(d)

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

(i) Relacién de orden total. Sean A, B € P(E). Hay tres opciones
e |A| < |B|. (0.2 puntos) En este caso por definicion de S se tiene que ASB.
e |B| < |A]J. (0.2 puntos) En este caso por definicién de S se tiene que BSA.
e |A| = |B|. En este caso hay dos opciones:
o A = B, (0.2 puntos) y en tal caso A < By por tanto ASB
o A # B. (0.4 puntos) En este Gltimo caso podemos asumir sin perder generalidad que los elementos de A
y B estan ordenados en forma creciente, es decir A = {x1, X2, ..., Xk}, conx1 < X2 < ... < Xky
B={y1,y2, ..., yx}cony1 <y2 < ... <yi, dadoque A # Bexisteip € {1,2, ..., k} parael cual
(Vi <ig)(x; = y;) y xi, # Vi, de esta forma x;, > y;, o bien x;, < y;,, si ocurre lo primero entonces
A < By portanto ASB y si ocurre lo segundo entonces B < A y por tanto BSA.
En cualquiera de todos los casos, se tendra que o bien ASB o BSA, lo que dice que S es un orden total.
Extensién. Supongamos que A R B, es decir A C B. Hay dos opciones A C B con A # B, en tal caso
|A| < |B|y portanto ASB (0.3 puntos) y el otro caso es que A = Bentalcaso |A| = |B|y A < B porlo que
también se tiene que ASB (0.2 puntos)
(ii) (0.8 puntos)
{1,2,3}

{1, 2} == {1, 3} =——=3={2, 3}

{1} === {2} =——2= {3}



