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Control Recuperativo 3

P1. SedefineC = {S C N: |S| < |N|}, y se definen dos subconjuntos de C: el conjunto C; contiene a todos los S € C
con | S| impar, y el conjunto Cs contiene a todos los S € C con |S| par. También se define Co = {S € C: 0 € S}.
(a) (2 ptos) Muestre que |Cy \ Co| = |C2 N Co-
(b) (2 ptos) Muestre que |C2 N Co| = |Ca \ Col.
(c¢) (2 ptos.) También se tiene [C; N Co| = |C1 \ Co| = |N]| (no se pide probar esto). Usando estas igualdades y
usando (i) e (ii), muestre que |C| < |P(N)].

Indicacion:

(a) y (b): Notar que por ejemplo, {1,4,11} € C1\ Cp, {0} U{1,4,11} ={0,1,4,11} € C2NCy y {0+ 1,1+
LA+1,114+1) = {1,2,5,12} € G5\ Co.

(¢): Recordar que, para todo par de conjuntos A, B se tiene que B = (B\ A)U (BN A).

P2. Consideramos (Zg x Zs,+), el producto cartesiano de los grupos (Zs, +s) y (Zs,+s).

(a) Sea f: Z4yo — Zs X Zs dada por f([x]s0) = ([z]s, [z]5). Muestre que f es un isomorfismo, es decir, muestre
que

(i) (1 pto) f es un homomorfismo.
(ii) (3 ptos) f es biyectiva.
(b) Considera el subgrupo H = {([i]s,[0]5) : ¢ =0,2,4,6}.
(i) (1 pto) Determine a + H, la traslacién a la izquierda de H por a, donde a = ([3]s, [3]5)-
(ii) (1 pto) Sea T ={a+ H : a € Zg X Zs}. Determine |T]|.
P3. Sea (A, +,-) un anillo.

a) (2 ptos) Muestre que A es conmutativo si y solamente si
para todo a,b € A se tiene que (a + b)*> = a® + 2 - ab + b>. (1)

b) (1 pto) Muestre que si A es conmutativo y tiene la propiedad que todo a € A es cancelable, entoncas A
es un dominio de integridad.
(Nota: Esto es consecuencia de una proposicién del apunte, en el case que recuerde la demostracion, la
puede repetir.)

¢) (3 ptos) Sean € N, ysea f: A — Z, un isomorfismo de anillos. Sea 14 la unidad de A. Muestre que
para cada elemento a € A existe un k € N tal que a = k- 14.

Indicacion para a) y ¢): Recordar que para todo anillo (X,+,-), y todo x € X se definid lo siguiente: 1-x = x
yk-v=x+(k—1) 2 para k € N* (en particular 2-x = x +x), y también 2> = x - x. Ademds, se puede usar
la siguiente propiedad (sin necesidad de probarla): Si g : B — C es un homomorfismo de anillos y b € B, se
tiene que f(j-b) =7 f(b).



