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Control 3

INSTRUCCIONES: Debe escoger y entregar exactamente 2 de las 3 preguntas propuestas. La
nota de control será el promedio simple de las dos preguntas escogidas y entregadas. En el caso
de entregar 3 preguntas, se considerará el promedio de las dos preguntas que primero se subieron
al sistema y no se corregirá ni considerará para la evaluación la tercera pregunta.

P1.- 1. (3 pts.) Resolver el sistema homogéneo con condición inicial x′

y′

z′

 =

 3 −1 1
−1 5 −1
1 −1 3
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y
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 ,

 x(0)
y(0)
z(0)

 =

 3
1
1


2. Sea la matriz A =

[
0 1
1 0

]
. El objetivo de esta parte es calcular eAt. Para ello

a) (1.5 pts.) Demostrar que A2k = I2, y A2k+1 = A para todo k natural.
Ind: Use inducción.

b) (1.5 pts.) Recordando que cosh(x) = 1
2
(ex + e−x) y senh(x) = 1

2
(ex − e−x), use la

definición de eAt junto con la parte anterior para deducir que

eAt = cosh(t)I2 + senh(t)A,

donde I2 es la matriz identidad de dimensión 2.
Ind: ex =

∑
k≥0

xk

k!
válido para x real.

P2.- Para A ∈Mn×n(R) considere el sistema

t ~X ′ = A ~X, t > 0. (1)

1. (2 pts.) Se define tA := eA ln(t). Demostrar que tA es una matriz fundamental de (1),
esto es, t d

dt
(tA) = AtA y tA es invertible para todo t > 0.

2. Considere ahora el sistema

t ~X ′ =

[
1 1
0 2

]
~X +

[
1
2

]
t > 0. (2)

1



a) (2 pts.) Muestre, reemplazando en (2), que una solución particular de (2), está dada

por ~xp = tA~u(t), con ~u derivable, donde ~u =
∫

(sA)−1
[

1/s
2/s

]
ds.

b) (2 pts.) Usar las partes anteriores para encontrar la solución general de (2).

P3.- Considere el sistema a coeficientes variables

~X ′ = A(t) ~X. ∀ t ∈ R, (3)

donde las componentes de la matriz A(t) son funciones continuas y satisfacen que A(t+π) =
A(t) ∀t ∈ R. Sea Φ(t) la matriz fundamental asociada al sistema (3), tal que Φ(0) = In (In
es la identidad n× n).

1. (3 pts.) Demostrar que Φ(t+ π) = Φ(t)Φ(π) ∀ t ∈ R.
Ind: Defina la función matricial t 7→ ϕ(t) = Φ(t+π)−Φ(t)Φ(π). Encuentre el problema
diferencial que satisface y aplique adecuadamente el Teorema de existencia y unicidad
(TEU) para concluir que ϕ ≡ On×n (matriz nula).

2. (3 pts.) Suponga que la matriz Φ(π) tiene un valor propio λ = 1. Muestre que en tal

caso el sistema (3) posee una solución ~X(t), tal que ~X(t+π) = ~X(t) para todo t ∈ R.
Obs: Recuerde que si λ es un valor propio de un matriz A y ~v es su vector propio
asociado entonces (A− λI)~v = ~0.

NOTA:

Esta es una evaluación individual, regida por el Reglamento General de Estudios de la Uni-
versidad de Chile y del Código de Ética de la FCFM

Sus soluciones deben ser entregadas en el sitio de reclamos DIM de acuerdo a los dos instruc-
tivos (1.- ingreso a página de reclamos y 2.- entrega de evaluaciones coordinadas) publicados
en la página de docencia DIM, link web: https://docencia.dim.uchile.cl. También se
debe subir un respaldo de sus respuestas a U-Cursos.
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