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P1.- Sea a ∈ R una constante fija. Considere el siguiente sistema lineal no homogéneo:

x′ = (2a+ 1)x− (2a+ 2)y + 3e−2t − 2te−t

y′ = 2ax− (2a+ 1)y − 2te−t

(a) (0,5 pts.) Encuentre A y B(t) de modo que el sistema adopte la forma X ′ = AX +B(t)

(b) (2,0 pts.) Calcule etA.

(c) (2,5 pts.) Encuentre la solución general del sistema.

(d) (1,0 pts.) Fije a = 0. Elija un vector X0 tal que si X(0) = X0, entonces X(t) −−−−→
t→+∞

0.

P2.- Para este ejercicio, se asume que el cálculo de la transformada de Laplace de una función tanto
vectorial como matricial se realiza componente a componente.

(a) Considere A =

[
a b
c d

]
de modo que para todo s > 0, la matriz sI −A es invertible, donde

I es la matriz identidad de 2 × 2. Considere además una solución X(t) del sistema lineal
homogéneo con condición inicial

X ′ = AX

X(0) = X0

.

i. (0,5 pts.) Explicar brevemente por qué X(0+) = X0.

ii. (1,0 pts.) Escriba la relación vectorial X ′(t) = AX(t) como un sistema de dos ecuaciones
lineales, aplique la transformada de Laplace a cada ecuación del sistema, y concluya que

(sI −A)L[X(t)](s) = X0.

iii. (1,0 pts.) Muestre, por otro lado, que L[X(t)](s) = L[etA](s)X0.

iv. (1,0 pts.) Demuestre que L[etA](s) = (sI −A)−1, para s > 0.

[Indicación: Puede ser útil saber que si M es una matriz de m× n tal que Mx = 0,
para todo x ∈ Rn, entonces M = Om×n, la matriz nula de m× n.]

(b) (2,5 pts.) Sean a, b ∈ R, y sea

A =

[
a b
−b a

]
.

Usando la igualdad de P2.-(a)iv., demuestre que etA = eat
[

cos(bt) sen(bt)
− sen(bt) cos(bt)

]
.
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P3.- (a) Sea A =

[
a b
c d

]
una matriz cuyos coeficientes satisfacen la relación

(a− d)2 + 4cb = 0.

i. (0,5 pts.) Demuestre que A posee un único valor propio λ0, y exprese dicho valor λ0 en
términos de los coeficientes de A.

ii. (0,5 pts.) Verifique que (A − λ0I)2 = O2×2 y concluya que (A − λ0I)k = O2×2 para
todo k ≥ 2, donde Om×n denota la matriz nula de m× n.

iii. (2,0 pts.) Calcule etA.

[Indicación: Escribir A = (A − λ0I) + λ0I, y aplicar la propiedad et(A+B) = etAetB

cuando AB = BA.]

(b) Encuentre, en cada caso, una función continua g para t > 0 que satisfaga la igualdad dada.
Justifique.

i. (1,5 pts.) L[g(t)](s) = 5s2 + 24s+ 39

(s+ 3)2(s+ 1)
; s > −1.

ii. (1,5 pts.) L[g(t)](s) = 3s− 2

s2 + 4s+ 20
+
e−s

s3
; s > 0.
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