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1. Considere la matriz
a) (1 punto) Pruebe que el vector

es un vector propio de A. Calcule el valor propio asociado.
b) (1 punto) Sabiendo que A = —2 es valor propio, calcule la dimensién del espacio propio, es decir dim(Ker(A+
2I)), donde I es la matriz identidad de tamafio 3 x 3.

¢) (4 puntos) Justifique que R™ tiene una base ortonormal de vectores propios de A y calcule una usando el
método de Gram-Schmidt.

Solucion:

a) Basta verificar que Av = Av [0.3 ptos. por calcular Av y 0.2 ptos. por reconocer que Av =
lambdav]. (pueden haberlo hecho directamente con = 4 dar de ambas formas el puntaje) En efecto,

0 2 2 1 4
Av=|[2 0 2 1|=14 (por dlgebra de matrices)
2 20 1 4
1
=41 (por propiedad del producto escalar)
1

Por definicién de valor propio se concluye que 4 es un valor propio, pues v no es el vector cero [0.3
ptos. por decir que 4 es el valor propio y 0.2 por decir que v no es cero].

b) La dimensién del espacio propio asociado a —2 se obtiene calculando la dimensién del nicleo de la
matriz A + 21 que esté dada por

(por dlgebra de matrices)

NN DN
N DN DN
N DN DN

[0.3 ptos. por realizar el cédlculo].

Primera forma: Como todas las columnas de esta matriz son iguales, su rango es 1. [0.3 ptos. por
determinar el rango]. El Teorema del Nicleo e Imagen implica que la dimensién de su nicleo es
3 —1=2[0.4 ptos. por la aplicacién del teorema mencionado].

Sequnda forma: Al escalonar la matriz A + 21 se obtiene la matriz

2 2 2
0 0 0
0 0 O




[0.2 ptos. por escalonar]. De aqui se deduce que hay dos variables libres [0.2 ptos. por reconocer
variables libres|. Esto equivale a que la dimensién del nicleo de A + 2I es dos [0.3 ptos. por
justificar la relacién entre las variables libres y la dimensidn].

De acuerdo a un resultado de catedra para matrices simétricas, sabemos que R” tiene una base de
vectores propios de A, pues A es simétrica [0.5 ptos. por mencionar el resultado y 0.5 ptos. por
mencionar que A es simétrica].

Para encontrar la base pedida basta con encontran una base ortonormal para cada espacio propio, pues
los espacios propios asociados a valores propios distintos son ortogonales [0.5 ptos. por mencionar
el resultado].

El espacio propio asociado a 4 esta generado por v de modo que una base ortonormal del mismo esta
formada por
1/v3

v = ]./\/g
1/V3

[0.5 ptos. por obtener v;].
Por su parte, una base para el espacio propio asociado a —2 se obtiene del sistema

2 2 2 1 0
0 0 0 2| =10
0 0 0 T3 0

Entonces, asignando a s el valor cero se obtiene el vector

[0.5 ptos. por obtener ambos vectores v y vj].

Dado que los vectores no son ortogonales, pues su producto punto (escalar) no es cero, aplicamos el
procedimiento pedido a la base {v4, v4}. Para ello calculamos

()T oy
R N A

Reemplazando por los vectores obtenidos nos queda que

1
(wy)Tvy=(1 0 =-1)[ 0] =2
—1
1
Wy)Tvhb=(1 -1 0)| 0] =1
!
y entonces u vale:
1 1/2 1/2
vh—vp/2=|-1] — 0 | = -1
0 ~1/2 1/2




Asi, los vectores de la base ortonormal del espacio propio asociado a —2 son:

y 1/v2
Vg — -2 = 71/\&
0.

G

1/2
vs=u/NuTu=[ -1 | /\/3/2
1/2

Por lo tanto, la base pedida es {v1,v3,v3}. [0.3 ptos. por obtener vy, 1.0 pto. por obtener v; y
0.2 ptos. por concluir].

Indicaciones para la correccién:

= En la parte b) si se usa escalonamiento y se menciona que, como hay dos variables libres el espacio es
de dimensién 2, entonces asignar el puntaje completo [0.2+0.3=0.5 ptos.]

a) (3 puntos) Determine todos los valores de a € R de manera que

A=

o O Qe

1 0
-1 0
0 2

sea diagonalizable.

b) (3 puntos) ;Cudles de las siguientes matrices son diagonalizables? ;por qué?

1 30 4 1 2
B=|0 2 1], c=(1 0 3
00 3 2 3 5

Solucion:

a) Por ser A una matriz triangular superior, sus valores propios estdn en su diagonal [0.3 ptos.]. Estos
son a,—1 y 2 [0.3 ptos.]. Cuando a ¢ {—1,2} todos los valores propios de A son distintos y por
resultado de cdtedra la matriz es diagonalizable [0.3 ptos.].

Para a € {—1,2} la matriz A tiene sélo dos valores propios. Serd diagonalizable si la multiplicidad
geométrica es igual a la multiplicidad algebraica, para cada valor propio [0.3 ptos.].

Para a = —1 el espacio propio W5 tiene dimension 1 y el espacio propio W_; corresponde al conjunto
solucién de la ecuacién (A 4+ D)z = 0, para 27 = (1,22, 23) [0.3 ptos.]. De aqui, 23 = 0y 25 = 0
por lo que el espacio tiene dimensién 1 [0.3 ptos.]. Se concluye que A no es diagonalizable pues la

multiplicidad algebraica de —1 es 2 [0.3 ptos.].

Para a = 2 el espacio propio W_; tiene dimensién 1 y el espacio propio W5 corresponde al conjunto
solucién de la ecuacién (A — 2I)z = 0, para 27 = (21,79, 23) [0.3 ptos.]. De aqui, x5 = 0, por lo que
el espacio tiene dimensién 2 [0.3 ptos.]. Se concluye que A si es diagonalizable pues la multiplicidad
algebraica de 2 es 2 [0.3 ptos.].

b) La matriz B es triangular superior. Un resultado de catedra muestra que, entonces sus valores propios
estdn en la diagonal [0.5 ptos.]. Asi, los valores propios de B son 1,2 y 3 [0.2 ptos.]. Un resultado
de catedra muestra que una matriz de tamano n X n con n valores propios distintos es diagonalizable
[0.5 ptos.]. Como B cumple esto, es diagonalizable [0.3 pts.].

La matriz C' es simétrica. Un resultado de catedra muestra que C' es diagonalizable [1.5 ptos.].




3.

Indicaciones para la correccion:

a) (2 puntos) Sean A, B, Q matrices reales de tamaiio n X n y supondremos que @ es invertible y que Q' = Q1.
Ademds supondremos que A = QBQ! y que R" tiene base ortonormal de vectores propios de B. Pruebe
que R™ también tiene una base ortonormal de vectores propios de A.

b) (2 puntos) Pruebe que si A es diagonalizable y todos sus valores propios son distintos de cero, entonces A
es invertible y A~! es diagonalizable.

¢) (2 puntos) Supongamos que A es una matriz real de tamafno n x n. Pruebe que el polinomio caracteristico
de la matriz A + A tiene todas sus raices reales y que A + A? es diagonalizable.

Solucion:

a) Por resultado de catedra, la existencia de una base ortonomal de R™ de vectores propios de B significa
que existen matrices P y D, con P invertible y D diagonal, y donde la inversa de P es PT, tales que
B = PDPT [0.3 ptos. por mencionar el resultado].

De esta forma,

A=QPDPTQT (por algebra de matrices)
= (QP)D(PTQ™) (por propiedad de la trasposicién)
= (QP)D(QP)"

[0.3 ptos. por el desarrollo]
La matriz QP es invertible pues es el producto de dos matrices invertibles [0.4 ptos.]. Calculando
C = (QP)T(QP) nos queda

= (QP)T(QP) (por propiedad de la trasposicién)
= (PTQ")(QP) (asociando)
=P1(QTQ)P (por Q@ =1)
=P'P (por PTP =1)
=1

[0.3 ptos. por el desarrollo]
Por resultado de catedra se concluye que la inversa de QP es (QP)T [0.4 ptos.]
Se concluye que R™ tiene una base de vectores propios de A [0.3 ptos.]
b) Por ser A diagonalizable, existen matrices Py D, con P invertible y D diagonal, tales que A = PDP~!
[0.3 ptos.].
Los valores propios de A estén en la diagonal de D[0.3 ptos.].

Como cero no es valor propio, se tiene que D es invertible[0.3 ptos.]. Con esto A es invertible, pues
es el producto de matrices invertibles [0.3 ptos.]. Ademds,

A = (pPDP1)7! (por propiedad de la inversa)
= (P H~"lp-tp~! (por propiedad de la traspuesta e inversa)
— (P—l)—lD—lp—l
=PD7'P!

[0.2 ptos. por el desarrollo].
Se sabe que la inversa de una matriz diagonal es diagonal [0.3 ptos.]. También se sabe que la escritura
anterior muestra que A~! es diagonalizable [0.3 ptos.].




c¢) La matriz A + AT es simétrica, con coeficientes reales, ya que A y su transpuesta son matrices reales.

En efecto,
(A+AT)T = AT 1 (AT (por propiedad de la traspuesta)
=AT+4 (por propiedad de la traspuesta)
=A+ AT (por algebra de matrices)

[0.4 ptos. por el desarrollo y 0.3 ptos. por cada uso de la propiedad de la traspuesta).

Por resultado de cétedra se concluye que A + AT es diagonalizable y que su polinomio caracteristico
tiene todas sus raices reales. [1.0 pto.]

Indicaciones para la correccién:

= En la parte a) si se dice que A o B es simétrica, entonces debe justificarse con el resultado correspon-
diente. No hacerlo, no otorga puntaje.

= En la parte b), si se dice que como cero no es valor propio, entonces A es invertible, asignar puntaje
completo [0.34+0.3=0.6].

Tiempo del control 3 horas.



