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P1. Considere el sistema lineal Az =b, con A € My 4(R),z € R* b €%, dado por

1+ 02+ 234+ 24 =
l‘1+ I2+2£l?3—|— T4
x1 4+ 0xy + 223+ 024 =
1+ X2 + X3+ axry =

o = N

donde «, 8 son parametros reales.

a) Encuentre todas las condiciones sobre a y 8 de modo que el sistema:

1) (1.5 puntos) No tenga solucién.
2) (1.5 puntos) Tenga infinitas soluciones.
3) (1.5 puntos) Tenga solucién unica.

b) (1.5 puntos) Indique bajo qué condiciones en «, la matriz A es invertible.
Pauta P1.

(a) Partimos escribiendo el sistema lineal de forma matricial: El Sistema a escalonar es:

101 1 | 1
1201 ] 2
[Alb] = 102 0 | 1
111 a | B
Escalonando:
Primero restamos la fila 1 a cada una de las otras filas:
1 0 1 1 | 1 1 0 1 1 | 1 1 0 1 1 | 1
[A\b]—0110|12011 |120110|1
“f{fr 020 | 17|00 1 -1 | 0] |/0O0T1 -1 ] O
111 a | B 111 o | B 01 0 a-1 | Bg-1
Le restamos la fila 2 a la fila 4:
10 1 1 | 1
01 1 0 | 1
0 0 1 -1 | 0
00 -1 a-1 | B-2
Le sumamos la fila 3 a la fila 4:
1 0 1 1 | 1
0 1 1 0 | 1
0 0 1 -1 | 0
000 a—2 | -2

Ahora ya podemos analizar el sistema:

1) Para que el sistema no tenga solucién, es decir que sea incompatible, necesitamos que o = 2, 8 # 2



2) Para que el sistema tenga infinitas soluciones necesitamos que la tltima fila sea cero, es decir a = 2, § =
2, lo que deja la variable x4 libre.

3) Para que el sistema tenga solucién tnica « # 2 lo que nos da una matriz escalonada sin ceros en la
diagonal para cualquier eleccion de 5.

[ (4.5 pts): 1.5 puntos por obtener la matriz escalonada. Si el escalonamiento esta incorrecto,

restar un punto, pero hacer la correccién de las conclusiones con respecto al escalonamiento

obtenido. En cada uno de I), IT) y III), dar 0.5 puntos por determinar « y otros 0.5 por

determinar 3. |

(b) Para que la matriz A sea invertible o # 2, lo que nos da una matriz triangular superior sin ceros en la
diagonal cuando hacemos el escalonamiento.

[ (1.5 pts)]

P2. a) Considere el subconjunto U de M;3o(R) dado por

a b 1 -1
U = M = c d S Mg,Q(R) M <_1 1) =0¢c M3,2(]R)
e f

1) (1.5 puntos) Pruebe que U es un subespacio vectorial de M3 2(R).
2) (1.5 puntos) De una base de U y calcule la dimensién de U.

b) (3 puntos) Sea V = ({vy,v2}). Pruebe que si W = {wy,wy, w3} C V entonces W es linealmente dependiente.

Pauta P2.
1 -1
a) 1)U:{MEM372:M|:_1 1:|:0}
a b
M= |c d] luego
e f
1 1 a—b —a+b 0 0
M{—l 1]— c—d —c+d]| =10 0
e—f —e+f 0 0

Por lo tanto:
a=bc=d;e=f

a a
M=|c c],aceelR
e e

Demostremos que U es s.e.v. (subespacio vectorial)
a’ Debemos ver que U # ().
M =0 € U La matriz cero pertenece a U
b My, Ms € U, X € R, por demostrar que AM;+Ms € U (U es cerrado bajo la suma y la multiplicacién
por escalar).

ap a1 az a2
Sean M1 =|c1 c1 |, Ma=|co ¢
€1 €1 €2 €2

/\CL1 + ag )\a1 + ag
)\Ml + M2 = ACl + o )\Cl + co
)\61 + e )\61 + eo

Luego A\My + Ms € U.

La combinacién lineal también pertenece a U.

Por lo que concluimos que U es subespacio vectorial de M3 o(R)
IMPORTANTE: pueden hacerlo con uno o dos escalares.
También es correcto plantear:



(AM; + M)A = AMyA + MyA =0

[a.I) (1.5 pts.) 0.3 puntos por verificar que U no vacio; 0.6 puntos por plantear una
combinacién lineal de las matrices de U; 0.6 por usar la definicion de U para decir que la
combinacién lineal estd en U.]

2) Para encontrar una base:

Notar que
a a
MeUssiM=\|c c],abceR
e e
1 1 0 0 0 0
M=al|l0 O] +c|l1l 1|+e{0 O
0 0 0 0 1 1
luego
1 1 0 0 0 0
A={l0 O},(1 1],]10 0]}
0 0 0 0 1 1
genera U.

Ademsds, A es linealmente independiente, esto es claro, pues si M =0,a =b=c=0.

Por lo tanto, A es una base de U, y la dimensién de U es 3.

Otra forma de ver que son linealmente independientes es ver que ninguna de las tres se puede escribir
como combinacion lineal de las otras dos, pues en la coordenada donde tienen un 1 las otras tienen un
cero.

[a.IT) (1.5 pts.) 0.5 encontrar generador; 0.5 encontrar base/justificar 1.i.; 0,5 determinar
dimensién de U.]

b) Si V = ({u1,ua}) entonces

dimV <2
, de hecho si los vectores son linealmente independientes, como el conjunto genera tengo una base de V, y
la dimensioén es 2, de ser LD, la base tiene un vector o ninguno y las dimensién seria 1 o 0 respectivamente.
(si deduce que dim V' = 2 descuentan 0.5p.)

Por un resultado del curso: cualquier conjunto generador que tiene cardinal ;dim V es l.d. (linealmente
dependiente), luego como |W| =3 > dimV, W es 1.d. Para justificar que dim V' < 2 se puede usar que el
cardinal de cualquier base es menor o igual al cardinal de un conjunto generador, y luego continuar con el
mismo argumento para ver que W es l.d.

Otra forma: por definicién:

wy = aquy + Brug

Wy = Uy + Baug

w3 = azuy + Baug

Sean A, v, § € R, no todos cero, tales que Aw; + yws + dws =0



(Aag + yag + daz)uy + (AB1 +vB2 + 6B3)uz = 0

Busquemos una posible solucién para A, 7, §, no todos cero, imponiendo

Aoy + yag + daz =0

ABL+ B2 +983=0

Notar que a1, as, as, 81, B2, B3 son dados.

Sistema homogéneo de 2 ecuaciones y 3 incégnitas, luego tiene oo soluciones. Es decir, hay una solucién
distinta de A=~y =46 = 0.

Por lo tanto, wi, ws, w3 son l.d.

[(3.0 pts.) 1.5 pts. por dim(V) < 2; 0.5 citar resultado del curso; 1.0 por concluir la 1.d.]

P3.
a) (3 puntos) Calcule la inversa de la matriz
1 1 0 1
A=19 011
—1 0 0 1
b) (3 puntos) Consideremos A € M, ,,(R) con n > m. Supondremos que la matriz A'A € M, ,,(R) es
invertible y definamos P = A(A'A)~1A!. Pruebe que
P(I - P)=0,
donde I es la matriz identidad de tamano m x m.
Pauta P3.
a) Para calcular la inversa partimos con:

1 101 ] 1000
[0 100 ] 0100
(A1) = 0 01 1] 0010
-1 001 ] 0001
No es necesario especificar cada operacién, pero:
Jitfi—= Ja
1101 ] 1000
01 00| 0100
0011 1] 0010
01 02 ] 1001
fo—fo— fa
1101 1] 1 0 00
01 00 ] 0 1 00O
001 1] 0 0 10
000 2 ] 1 -101

Escalonamos hacia arriba:

—Lth—fs— fs



1101 1 0 0 0
01 00 ] O 1 0 O
1 1 1
o010 ] -+ 1 1 -4
0002 ]| 1 —-10 1
—ih+h—=f
11001 & L 0 -1
01 00 ] O 1 0 O
o010 ] -+ 1 1 -4
0002 | 1 =10 1
fi+fa=fi
1000/ & -1 0 -3
01001 0 1 0 O
o010 | -+ L 1 -1
0002 | 1 —-10 1
5[ = fa
1000/ & -1 0 -3
01001 0 1 0 O
0 01 0 -+ 1 9 _1
| 12 21 12
00 0 1 | 5 —5 0 3
Luego la inversa de A:
b
At=10 0
12 21 2
3 —3 0 3

[(3.0 pts.) (0.5 puntos) por plantear la matriz (A|l); (1.0 punto) por obtener (A’'|B’) con A’
escalonada inferiormente; (1.0 punto) por obtener (I|B”); (0.5 puntos) por concluir que B” es
la inversa de A.]

Ae M,

Debemos probar que si A*A es invertible, entonces

~—

P = A(A'A)" 1A

satisface

P(I-P)=0

Por distributibidad del producto sobre la suma de matrices, tenemos:
P(I-P)=P—P?
P—P?=A(ATA)TA" — A(ATA)TH(ATA)(ATA)TTA = A(ATA)TITAT — AT(ATA)TLA
= A(ATA)TTAT — A(ATA)TTAY =0

[(3.0 pts.) 1.0 punto por usar la hipétesis sobre A'A; 0.5 por distribuir; 1.0 por usar que la
identidad es neutro; 0.5 por asociatividad.]



