Ingenieria Matematica

LJ
‘ FACULTAD DE CIENCIAS
NN FISICAS Y MATEMATICAS
5|4 UNIVERSIDAD DE CHILE

Algebra Lineal MA1102-2023-1

Control 1

P1. Considere el siguiente sistema lineal de ecuaciones reales donde a € R es un parametro:

Ty - T2 + T3 = 0,

z1 + (a—1ze + 23 + 24 = 0,
ary + (a+Dzxy = a+1,

-1 + (a+1Dzxe — z3 + 2x4, = 0.

(a) (4.0 pts) Determine para que valores de a € R el sistema:
i) Tiene solucién tdnica.
ii) No tiene solucién.
iii) Tiene infinitas soluciones.

Solucién: Partimos construyendo la matriz aumentada asociada al sistema lineal y luego escalonamos:

1 -1 1 0 0
1 a—-1 1 2 0
AI=10 & 0 a+1 a+1 (04 pts)
-1 a+1 -1 2 0
Restandole la fila 1 a la fila 2 y sumandole la fila 1 a la 4, obtenemos:
1 -1 1 0 0
0 a O 2 0
0 a 0 a+1 a+1 (T4 pie)
0 a O 2 0
Si ahora le restamos la fila 2 a las filas 3 y 4, queda:
1 -1 1 0 0
0 a O 2 0
0 0 0 a—1 a+1 (04 pts)
0 0 O 0 0

(Descontar -0.4 pts por c/error aritmético en el escalonamiento, hasta max 3 errores)
Si a # 0, entonces la matriz resultante estd escalonada y en este caso (a # 0) observamos que:

= 3 0 x7 es variable libre (no hay pivote en la columna 3 de la matriz escalonada). Luego, el sistema
0 no tiene solucién o tiene infinitas soluciones, es decir, si a # 0, entonces no hay solucién tnica.
(0.3 pts por decir que hay variables libres y 0.3 por la implicancia en términos de
existencia de solucién unica).
Esto lo pueden argumentar indicando que hay una fila de ceros en la matriz escalonada.

= el sistema no tiene solucién sia —1 =0y a+ 1 # 0, es decir, cuando a = 1 no hay solucién. (0.6
pts)

= si, ademds de a # 0, se tiene que a # 1, el sistema tiene solucién y como hay variables libres,
existen infinitas soluciones. (0.6 pts)

Ahora consideremos el caso a = 0 (0.5 pts por identificar, explicita o implicitamente, este caso
especial). Reemplazando en la dltima matriz y escalonando (especificamente, multiplicando la fila 2




por 1/2 y suméandosela a la fila 3), sigue que:

1 -1 1 0 O 1 -1 1 0 0
0 0 0 2 0 . 0 0 0 2 0
0 0 0 -1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 O 0 0 0 0 O

La matriz obtenida estd escalonada y representa un sistema que no tiene solucién (0.5 pts por
escalonar y concluir) en el caso a = 0.
En resumen, el sistema:

= Nunca tiene solucién tnica.

= No tiene solucién sia =00 a = 1.

= Tiene infinitas soluciones si a ¢ {0,1}.

Indicaciones correccién.

= KErrores de calculo en algiin paso no invalidan el resto del desarrollo del ejercicio.

(b) (2.0 pts) Fije a = 2 y encuentre todas las soluciones del sistema lineal.

Solucién: Reemplazando por a = 2 en la lera matriz escalonada de la parte anterior, tenemos que el
sistema lineal original es equivalente al sistema lineal con matriz aumentada:

=1

O O O
S O N

O O O
O~ NN O
O Ww o O

Sigue que x4 = 3, 225 + 224 = 0 por lo que x93 = —3, y &1 — x2 + x5 = 0 por lo que 7 = =3 — z3. (1.0
pts por expresar las variables en términos de las variables libres) Luego, cualquiera que sea
x3 la siguiente es solucién del sistema lineal original:

T1 -3 — I3 -3 —1

= |%2| = —9 3 + 3 0 (1.0 pts por llegar a la sol. general)
I3 I3 0 1
Ty 3 3 0

Indicaciones correccién.
= KErrores de calculo en algtin paso no invalidan el resto del desarrollo del ejercicio.
= Si reemplazan a = 2 en el sistema original y escalonan, eso no tiene puntaje.

» También pueden expresar la solucién general como (=3 —3 0 3)7 + ({(=1 0 0 1)T}). Asignar
puntaje completo si lo escriben asi.

P2. (a) (2.0 pts) Sea {v1,v2} C R™ un conjunto linealmente independiente de vectores. Determine para que valores
de a € R el conjunto {vy + ve,v; — avy} es linealmente independiente.

Solucién:
lera forma: Observar que para «, 8 € R, (0.5 pts por usar definicién de independencia lineal)

a(vy +v2) + B(v1 —ave) =0 <= (a+ B)vy + (@ —af)vy =0 (reagrupando)
<~ a+pB=0A a—af=0 (porque {v1,va} es Li.)
<~ f=—a A (1+a)a=0. (despejando)




(0.5 pts por despejar los escalares o y f)

El dltimo sistema lineal en a y S tiene solucién dnica o = 8 = 0 ssi a # —1 (0.5 pts). Se concluye
que {v1 + va,v1 — ava} es li. ssi a # —1 (0.5 pts por concluir).

2da forma: Por resultado visto, {v1 + va,v; — ava} es Li. si v1 — avy & ({v1 + v2}) (0.5 pts por
recordar/usar enunciado), es decir, si no existe @ € R tal que v; — avy = a(v1 + v2) (0.5 pts).
Equivalentemente, tal que (1 — a)v; + (o — a)ve = 0, 0 equivalentemente, si « = a = 1 (porque {v1, vo}
son Li.) (0.5 pts). Luego, el conjunto indicado es L.i. ssi a # 1 (0.5 pts por concluir).

(b) (2.0 pts) Sean A, I + Ay I + A~! matrices invertibles. Pruebe que (I + A71)~t = A(I + A)~L.

Solucién: Para probar que la inversa de I + A=! es A(I + A)~!, basta comprobar que (0.8 pts por
decir explicita o implicitamente que hay que verificar)

(I+A Y AU+A) =1 v AU+A) - I+AaH=1I

Verifiquemos la primera igualdad. En efecto, (0.4 pts por cada una de las siguientes igualdades)

IT+AH AT+ A1 =A+A414) T+ 47T (por asoc. de - y distrib. de - ¢/r a +)
=I+AI+4)! (por def. de inversa y conmut. de +)
=1 (por def. de inversa)

(c) (2.0 pts) Sean S y T subespacios vectoriales de un espacio vectorial V. Probar que
S UT es subespacio vectorial de V <— SCT oT CS.

Indicacién: Pruebe que para s € Syt € T, se tiene que si s+t € SUT, entoncest € SoseT.

Solucién:
(<= )SiSCToTC S setiene que SUT =T o SUT = S. En cualquiera de los casos SUT es
s.e.v. porque S y T lo son (0.5 pts).

(=)

lera forma: Por contradiccién. Supongamos que SUT es s.e.v, que S Z T y que T Z S (0.5 pts por
plantear el argumento por contradiccién). Luego, existen t €e T\ Sy s € S\T. Comot € T y
s € S, sigue que s,t € SUT. Como SUT es s.e.v., deducimos que s +t € SUT, es decir, s+t € S o
s+t €T (0.5 pts pts por identificar elementos en 7'\ S y S\ T y deducir que s+t € SUT).

En el caso que s+t € S, tendriamos que existe s’ € S tal que s +t = s’. Equivalentemente, t = s’ — s,
y como s,s’ € S con S s.e.v., concluimos que t € S, lo que constituye una contradiccién (0.5 pts).

El caso s +t € T es analogo, pero ahora se llega a la contradiccién s € T

2da forma: Si T C S, estamos listos (0.5 pts por separar el argumento en los casos T C S
ySCT).SiT ¢ S, entonces existe t € T \ S. Veamos que S C T. Consideremos s € S. Como
s,t € SUT, por hipétesis, s+t € SUT (0.5 pts por identificar un elemento en 7'\ S y deducir
que s+t € SUT). Sis+teS,sigue que t € S, contradiccién. Luego, s+t € T , de donde sigue que
s € T. En resumen, S C T (0.5 pts).

P3. Sean A € M1 2(R) y B € M>1(R). Considere el subconjunto de las matrices reales de dos filas y dos columnas,

a b
U= {M - (C d) € Mo o(R) | AMB = o}.

(a) (2.0 pts) Pruebe que cualquiera sean A € M; 2(R) y B € My 1(R) se tiene que U es subespacio vectorial de
M3 (R).



Solucién: Aplicamos un criterio de s.e.v. Primero claramente la matriz nula estd en U pues AOB = 0
(donde la primera 0 es matriz nula). Ahora, sean M, M’ € U y A € R. Debemos verificar que M +AM’ €
U (0.5 pts por invocar el criterio o usar definicién de s.e.v.). En efecto, como M, M’ € U, se
tiene que AMB = AM’'B =0 (0.5 pts). Luego, por distributividad del - ¢/r a + en M3 o(R),

AM + A M")B = AMB + \AM'B =0, (0.5 pts)

es decir, M + AM’ € U (0.5 pts por concluir).

Suponiendo que A = (1 _1) y B= (})

(b) (2.0 pts) Encuentre una base de U y de su dimensién.

Solucién: Primero determinaremos un generador de U. Sea M = (Z Z) Observar que AMB =

a+ b — c—d. Luego,

a b 1 0 0 1 0 O
M€U<:)a+b—c—d—0<:>M—<c a+bc>_a<0 1)+b(0 1>+c(1 1).

(0.6 pts)
Equivalentemente, U = (B) donde

10 0 1 0 0 . .
B = {(O 1) , (0 1) , (1 _1>} (0.6 pts por identificar el generador)

Afirmamos que B es base de U. Claramente, B genera. Verifiquemos que es L.i. En efecto, para a, b, ¢ € R,

1 0 0 1 0 0 a b 0 0
a(o 1>+b<0 1)—|—c(1 _1>—O<:> (c a+b—c>_(0 0) < a=b=c=0.

(0.8 pts por demostrar independencia lineal)

Sigue que B es Li. y, por lo tanto, base de U.

Indicaciones correccion.

= Errores de calculo en algin paso no invalidan el resto del desarrollo del ejercicio.

(c) (2.0 pts) Indique para cudl(es) de los siguientes subespacios vectoriales Z; de Mz 2(R), ¢ = 1,2, se cumple
que U & Z; = M3 2(R). Justifique su respuesta en ambos casos.

=4 )G 0h v A={G DY

Solucién:
Veamos el caso de Z;.
w lera forma: Si U & Z; = Ms2(R), entonces dim(U) + dim(Z;) = dim(Mz 2(R)). Sabemos que
dim(Ms 2(R)) = 4 y por la parte (b) anterior, sabemos que dim(U) = 3. Luego, para que U & Z; =
M; 2(R) se debe tener que dim(Z;) = 1. Claramente, Z; no cumple esta condicién, ya que los
elementos que lo generan son li. (0.5 pts por invocar argumentos de dimensionalidad y
0.5 pts por aplicarlos correctamente)
= 2da forma: Por caracterizacién de suma directa, sabemos que U® Z; = M 2(R) ssiUNZ; = {0} y
Z1+U = M 3(R) (0.4 pts por dar caracterizacién). Veamos que UNZ; # {0}, luego M3 2(R)




no es suma directa de Z; y U. En efecto, notar que Z € Z; ssi da, S € R tales que

2 =l 0 0 20—«
ZO‘(—l 1>+5(O 1)<—a a+5)
(0.3 pts por describir elementos de Z; N U)

Como Z € U ssi AZB = 0, sigue que para que Z esté en U se debe cumplir que 0 = oo — 3, es
decir, que oo = . Por ejemplo, si a = § = 1, sigue que

7 (_21 _21) € Z,NU. (0.3 pts por encontrar Z € Z;NU, Z #0)

Estudiemos ahora el caso de Z,. Por caracterizacién de suma directa, Zo®U = Mz o(R) ssi ZoNU = {0}
y Zy + U = M; 2(R) (0.4 pts por caracterizacién).
Primero, calculemos Z N U. Para ello, notar que

0 0 0 0 1
MeZQHU@HaeR,M_(O a)eU<:>0_(1 —1)(0 a><1)——a.

Sigue que M € Zo NU ssi M = 0, es decir M N Zy = {0} (0.3 pts por determinar Z, N U).
Determinemos ahora Zs + U (0.3 pts por cualquiera de los argumentos que siguen).

= lera forma (por argumento de dimensionalidad): Por resultado visto,
dim(Z; + U) = dim(Z3) + dim(U) — dim(Z, N U).

Dado que dim(Z; NU) = 0 (porque Z; NU = {0}) y que dim(Z;) = 1 (porque Z5 estd generado
por un elemento no nulo), sigue que dim(Z; + U) = 4. Como Z5,U C M 5(R), tenemos que
Zy 4+ U C M3 2(R). Es decir, Zs + U es de dimensién 4 y estd contenido en Mz 2(R) que también
es de dimensién 4. Por resultado visto, sigue que Zy + U = M »(R).

» 2da forma (por definicién de suma de s.e.v.): Como Zo, U C My 5(R), sigue que Zo+U C My 2(R).
Verifiquemos que también se cumple la otra inclusiéon. Para ello, basta verificar que cualquiera sea
N € My5(R) existen Z € Zy y M € U tales que N = Z + M. Notar que Z € Zo y M € U ssi
Ja, 5,7, 6 € R tales que

(00 _ [« B
Z<0 5) Y M(V a+ﬂ—7>'

Luego, la condicién N = Z + M equivale a pedir que o, 8,7, € R tales que

a b\ (0 O o B
(c d) N <O (5> Jr <’y a+ﬁ—’7)'
Basta tomar, a =a, 8=b,y=c,yd=d—(a+8—7v)=d—a—b+c.
» 3era forma: (Idea) Basta expresar una matriz arbitraria N € M 2(R) como combinacién lineal de
la base de U encontrada en la parte (b) y una base de Zy (por ejemplo, la base que consiste del
tnico generador de Zs).

En resumen, M5 5(R) = Z, & U.

Indicaciones correccién.

= Para argumentar que Z; N U # {0} basta exhibir un Z # 0 que esté en Z; N U. No es necesario
explicar cémo encontraron dicho Z.




