Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

MA1002: Calculo Diferencial e Integral. 2024-2

Pauta de correccién Control 3

P1. Sean r > 0 y R > r fijos. Considere el sélido de revolucién C' generado por la rotacién de la circunferencia de ecuacion
22+ (y — R)? =72 en torno al eje horizontal, como muestra la Figura 1.
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(a) Circunferencia 2 + (y — R)? = r2. (b) Sélido C.
Figura 1
a) (3,0 pts.) Calcule el volumen de C.
" Solucién )
Se comienza despejando y en la ecuacién x2 + (y — R)? = r2. Se tiene que

22+ (y-R?’=r <= (y-R?’=r*-2? &= y—R=4vr2—22 < y=R+/r2 — 22
Se definen entonces las funciones f: [-r,r] — R dada por f(z) = R+ V72 —22y g: [-r,7] — R dada por
g(x) = R—/r2 — a2,

(0,5 pts. por plantear las funciones a rotar en torno al eje.)

Al girar, el drea bajo f genera el el volumen que contiene a C' rellenando hasta el eje horizontal, como muestra
la Figura 2. Por otro lado, al girar, el area bajo g genera el el volumen “sobrante”, que se debe restar para
encontrar el volumen de C, como muestra la Figura 3.
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(a) Area bajo f. (b) Volumen “exterior”.
Figura 2
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(a) Area bajo g. (b) Volumen “interior”.
Figura 3

De este modo, se deduce que

Se tiene que:

Similarmente,

De este modo, resulta

V:w/r (f(:v))Qdm—ﬂ'/r (g(a:))de.

T -

(1,0 pto. por plantear volumen como diferencia de integrales.)
(f(fv))2 =(R+Vr2—22)2 =R+ 2R\/12 — 22 4+ 1% — 22

(g(ac))2 =(R—r?2—22)2=R?—2R\/r2 — 22 4 12 — 22,
(0,3 pts. por calcular estas expresiones.)
que

T

V:w/ (R* + 2R r2—a:2+7“2—:c2)da:—ﬂ'/ (R2 —2R\/r2 —x2 +7r*> — z?)dx

—r




7r/ (R?+2RVr2 — 22 + 7% —2? — (R* —2R\/r2 — 22 +r? —2?)) dx

-Tr

:77/ 4R\/r2—x2dfc:47rR/ \Vr2 —22dx

-Tr

(0,6 pts. por simplificar y obtener este resultado.)

2
=47R- % = 21%Rr?, (0,6 pts. por calcular la integral.)

.
ya que la integral / V12 — 22 dx corresponde al drea de un semicirculo de radio r.
-

. J

Indicaciones de correccion

= No es necesario definir explicitamente las funciones f y g; basta con escribir las integrales directamente.
En la pauta se escribe de esta forma solo para poder explicar con mas detalle lo que se estd haciendo.

T
= Técnicamente, la integral / v/12 — 22 se puede calcular usando distintos métodos, pero no es necesario
-7

argumentarla de esa forma.

= También se puede argumentar que por simetria es suficiente calcular el volumen con integrales entre 0 y
r (multiplicando por 2 al final).

= No es necesario hacer un planteamiento del cédlculo del volumen haciendo bosquejos como en la pauta.
Lo importante es realizar el planteamiento como diferencia de integrales.

(3,0 pts.) Calcule la superficie del manto de C'.

s N\

Solucion

Tgual que en la parte anterior, se tiene que y = R++/r2 — z2. Se usan las mismas funciones de la parte anterior:
f:[-7,r] = R dada por f(x) = R+ Vr? — 22 que, al girar, genera la superficie “exterior” del manto de C,
como muestra la Figura 4, y ¢g: [-r,7] — R dada por g(z) = R — v/r2 — 22 que, al girar, genera la superficie
“interior” del manto de C, como muestra la Figura 5.

(0,5 pts. por plantear las funciones a rotar en torno al eje.)

(a) Curva f. (b) Superficie “exterior”.

Figura 4
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(a) Curva g. (b) Superficie “interior”.

Figura 5

Por lo tanto, la superficie buscada es
S = 271-/ flo)y/1+ (f’(:c))gdx + 27r/ glx)\/1+ (g’(a:))zd:c.

(1,0 pto. por plantear volumen como suma de integrales.)
Se tiene que:

f@) == = (@) = g0 = 1+ (@) = 50 = Y1+ (1) = 5=
de donde
Y1+ (1@) = Sy +7
Similarmente,
§(@) = g = (@) = 5o = 1+ (@) = o = ViH (@) = 5=
de donde - Ry
gl@)\/1+ (9(z))” = pyrers il

(0,3 pts. por calcular estas expresiones.)
Por lo tanto,

" Rr " Rr
S=27r/4 <—r2—x2 +r>dx+27r/r <—r2—w2 —r> dz
" Rr Rr " 1
=27 +7r+ —r |dz =4nRr _—
/ﬂn (\/T2—$2 Vr? — g2 ) V2 —a?
(0,6 pts. por simplificar y obtener este resultado.)

= 4w Rr(arcsen(l) — arcsen(—1)) = 4w Rr (g — (—g)) = 47%Rr.

(0,6 pts. por calcular la integral.)

T

= 47 Rr arcsen <E)
r

-




Indicaciones de correccion

= Nuevamente, no es necesario definir explicitamente las funciones f y g; basta con escribir las integrales
directamente. En la pauta se escribe de esta forma solo para poder explicar con mas detalle lo que se
estd haciendo.
" 1
= Técnicamente, la integral ——— es una integral impropia de segunda especie, pero no es necesario

V2 — g2

tratarla como tal porque la primitiva arcsen (—) + C es continua también en z = (—r)T y z =7r".
r

Mas precisamente, se podria tratar mas rigurosamente como:

3 1 L 1

" 1
—d d —d
—p VT2 — 22 ’ —r VT2 — 22 a:—l—/o V2 — 22 !

li /O ! dt + 1f /z 1 d
im —_— im —_—
z= (=)t Jp Vr2 —t2 z—=r= Jo V12 —t2

0 az
, t , t
lim arcsen | — + lim arcsen | —
z—(—r)t T) |, zTorT T/ o

lim (arc sen(0) — arcsen (%)) + lim (arc sen (;) — arc sen(O))

z—(—r)t T—r—

t

= arcsen(0) — arcsen(—1) + arcsen(1) — arcsen(0)

= arcsen(l) — arcsen(—1) =,

donde se usoé la continuidad por la derecha de arcsen (—) en ¢ = —r y la continuidad por la izquierda
r

o
de arcsen ([ — | en x = 7.
7

= También se puede argumentar que por simetria es suficiente calcular el volumen con integrales entre 0 y
r (multiplicando por 2 al final).

= No es necesario hacer un planteamiento del calculo de la superficie haciendo bosquejos como en la pauta.
Lo importante es realizar el planteamiento como suma de integrales.

o0
P2. a) i) (1,5 pts.) Considere una funcién f: [0,00) — [0,1] tal que la integral / f(z)dz es convergente. Sea ademés
0
o
g: [0,00) = R una funcién acotada. Demuestre que la integral / g(x) - (f(x))2 dz es convergente.
0

Solucion

Primero, basta demostrar que / ‘g(x) . (f(a:))2’ dz = / lg(2)] - (f(;v))2 dz es convergente. En efecto,
0 0

esto establece la convergencia absoluta, lo que implica la convergencia.
(0,5 pts. por citar correctamente resultado de convergencia absoluta.)
Como g es acotada, existe M > 0 tal que |g(x)| < M para todo z € [0, 00).
(0,2 pts. por usar correctamente que g es acotada.)

Ademas, como f(z) € [0, 1], se tiene que 0 < (f(a;))2 < f(x). De este modo, se deduce que
0 <|g(z)|- (f(x))2 < M - f(x), para todo x € [0, 00).

(0,3 pts. por acotar de manera correcta |g(x)| - (f(m))z)
oo

(o)
Luego, por el criterio de mayoracioén, / lg(x)] - (f(x))2 dz es convergente si / M - f(x)dzx lo es. Esto
0 0
o0

se cumple ya que M es una constante y / f(z) dz es convergente.

0
(0,5 pts. por aplicar criterio de mayoracién de manera correcta.)



Indicaciones de correccion

= No es necesario escribir tanto detalle como en la pauta. Lo esencial es argumentar que se usara la
convergencia absoluta, mas el hecho de que g sea acotada para reducir el problema a la convergencia

de (f(nc))2 dz, que es menor que f(z)dx.

ii) (1,5 pts.) Determine si la integral / e **1In (1 + cos*(z)) dz es convergente.
0

Solucién

Se consideran las funciones f, g: [0,00) — R dadas por f(z) = e % y g(x) = In(1 + cos?(z)).
(0,2 pts. por enunciar las funciones de manera correcta.)
Se tiene que f(z) € [0, 1] para todo z € [0, 00).
(0,2 pts. por enunciar que f(x) € [0,1].)

oo
Ademis, la integral / e " dz es conocidamente convergente (por ejemplo del criterio de la integral
0

impropia, pues la serie geométrica es convergente).
oo

(0,2 pts. por enunciar que / e *dx es convergente.)
0
Por otro lado, se tiene que g es acotada, ya que

—1<cos(xr) <1 = 0<cos?(z) <1 = 1<1+cos?(z) <2 = 0 <In(1+cos?(z)) < In(2),

para todo z € [0, 00). (0,5 pts. por mostrar que la funcién g es acotada.)
(o) o
Finalmente, usando la parte anterior, se concluye que / g(x)- (f(x))2 dz = / e * In (1 + cos®(z)) da
0 0

es convergente. (0,4 pts. por aplicar correctamente el resultado anterior.)

Indicaciones de correccion

o0
= No es necesario argumentar que / e~ dz es convergente; basta con mencionarlo.
0

» Tampoco es necesario argumentar con mucho detalle que 0 < In(1 + cos?(x)) < In(2); nuevamente
basta con mencionarlo.

= También se puede acotar directamente (sin usar la parte anterior). Por ejemplo, haciendo

e 2% In(1 + cos?(z)) < e **1In(2),

oo
y luego usando que / e~ 2" dz es convergente.
0

[ee]
= Se puede argumentar de manera independiente que / S (1 + cos? (gc)) dz es convergente sin
0

la necesidad de usar la parte anterior.

oo
b) (3,0 pts.) Determine si la integral /0+ Jm dz es convergente.

Solucion

Se vera que la integral es convergente. Primero, como la integral es de tercera especie o mixta, se debe separar
en varias integrales, cada una de primera o segunda especie. De este modo, se escribe

> sen(x b sen(x > sen(x
/ 4@:/ 4(15”/ _sen(@) oo
o+ Tx + 22 o+ TIT + 22 1 xr+ a2
Se demostrara ahora separadamente que estas integrales impropias convergen.

(0,3 pts. por separar la integral en dos integrales impropias.)
Para la primera integral, se comienza notando que sen(x) es no negativo para x € [0, 1], por lo cual la funcién



x x4 22
Se puede continuar usando alguno de los siguientes métodos:

‘1 sen(x)

dz (Criterio del cociente directamente)

Primera forma para analizar /

o+ TV + x2

Se tiene que

sen(z) sen(z)
J 2 Vx sen(x sen(x 1
lim m:ﬁm u:h'm #: m B _ -1,
z—0+ 1 a0t TYT + 12 om0t x+a%/3 50t 14223 140
N
& 5] TRt . . sen(z)
donde se us6 el limite conocido lim ="
z—0t Z
(0,3 pts. por verificar de manera correcta hipétesis del criterio.)
1 o]
sen(x 1
Por lo tanto, el criterio del cociente muestra que / —()de y / —— dz tienen el mismo
ot TYT+ 1 VvV

comportamiento.
(0,3 pts. por aplicar el criterio de manera correcta)
De lo visto en clases, la ultima integral es convergente, asi que la primera, también.
(0,4 pts. por usar la convergencia conocida.)

también es no negativa en [0,1]. (0,3 pts. por argumentar que la funcién es no negativa.)

1 sen(x)

+ T + 22

dz (Criterio del cociente y de mayoracion)

Segunda forma para analizar /
0

Se tiene que

sen(z)
3 2
o SO B
xz—0+t z—0+ X
/T + 12

ya que es un limite conocido.
(0,2 pts. por verificar de manera correcta hipétesis del criterio del cociente.)

1 1
oo . sen(x T . .
Por lo tanto, el criterio del cociente muestra que / —()2 dz y / — =5 du tienen el mismo
o+ TYT +x o+ TYT +x

comportamiento.

(0,2 pts. por aplicar criterio del cociente de manera correcta)

1

1

—— dz. Ademads, se tiene que
o+ VT t+a ’ d

La ultima integral es igual a

1 1
— <
Jr+z ~ Yz
para todo x > 0. (0,2 pts. por realizar la mayoracién de manera correcta.)
1
Finalmente, la integral / -~ dz es convergente por lo visto en clases.
o+ VT

(0,2 pts. por usar la convergencia conocida.)

Asi, se concluye que dz también es convergente por el criterio de mayoracién.

L |
/0+ Vr+x

(0,2 pts. por aplicar el criterio de manera correcta)




! sen(z) o v
dz (Criterio de mayoracién)

Tercera forma para analizar /

Jo+t T + 2

Se sabe que sen(x) < x para todo z > 0. Asi,

sen(z) < x 1 - 1
zYr+22 " zYz+22 Yz+zx~ Iz

(0,3 pts. por realizar la mayoracién de manera correcta.)

para cada x > 0.

o 0 ' sen(x)
Por lo tanto, por el criterio de mayoracién, para ver que ———— dx converge, basta ver que

g 2

or TIT+ T

o
—~— dz converge.
o+ VI
Y
Se tiene que la integral —— dz es convergente por lo visto en clases.

o+ V&
(0,4 pts. por usar la convergencia conocida.)

1
Asi, se concluye que ———— dz también es convergente por el criterio de mayoracion.
o+ VT + x5/3

(0,3 pts. por aplicar el criterio de manera correcta)

o _ °°  sen(x) ., sen(z) . D
Ahora se analizard la convergencia de — -~ dz. Como la funcién ——=—— cambia de signo infinitas
1 T+ T+

> |sen(z)|

x T + 22
(0,2 pts. por usar convergencia absoluta.)

veces, se usard la convergencia absoluta, mostrando que / dx converge.
1

Se observa primero que
| sen(z)] 1

T+ 32 ~ T+ 22

(0,2 pts. por realizar la mayoracién de manera correcta.)

De donde basta demostrar que dx es convergente gracias al criterio de mayoracion.

o 1
/1 x T + 22
(0,2 pts. por aplicar el criterio de manera correcta.)
Esta integral se puede analizar con dos métodos:

Primera forma para analizar dz (Criterio del cociente)

e 1
/1 x/x + 2

Se tiene que

1
3 2 2 1 1
m EVEEE g T _ i,
T—00 i T—00 "E\?/E‘i‘fl'z T— 00 $_2/3+1 0+1
‘,172

(0,2 pts. por verificar de manera correcta hipétesis del criterio.)
1

oo
———dzy — dx tienen el mismo com-
T + 22 W a2

(oo}
Por lo tanto, el criterio del cociente muestra que /
1

portamiento.
(0,2 pts. por aplicar el criterio de manera correcta)
De lo visto en clases, la ultima integral es convergente, asi que la primera, también.
(0,2 pts. por usar la convergencia conocida.)




P3. a) (3,0 pts.) Determine para qué valores de r > 0 la serie Z (
k=2

OO
dz (Criterio de mayoracién)

Segunda forma para analizar /

1
J1 T+ 22

Se tiene que, para todo z > 0,

1 - 1
YT+ 22 ~ 22’

1
de donde, gracias al criterio de mayoracion, basta ver que la integral / — dz converge.
1 x

0,3 pts. por realizar la mayoracién de manera correcta.
b
De lo visto en clases, esta ultima integral es convergente, asi que la primera, también.

(0,3 pts. por usar la convergencia conocida.)

.  sen(x)
Como ambas integrales son convergentes, se concluye finalmente que W dx es convergente.
or TIT+ 2

(0,2 pts. por concluir.)

\ J

Indicaciones de correccion

= No es necesario especificar el tipo de ninguna de las integrales impropias.

sen(z)
T + 12
Esto no hace ninguna diferencia, pues sen(z) es no negativa en [0, 1].

1
= Para analizar la convergencia de / dz se puede analizar que es absolutamente convergente.
0

= Al separar por aditividad horizontal, el limite intermedio de integracién puede ser cualquier nimero en
(0, 7]; se eligié el “1” arbitrariamente pero no hace ninguna diferencia. También podria ser un nimero
mayor a 7, pero, en tal caso, se debe justificar con méas cuidado porque los criterios de mayoracién
y del cociente no aplican para integrales de funciones que cambian de signo (por ejemplo, usando la
convergencia absoluta).

= Al usar el criterio del cociente, no es necesario dividir por ? 0 por —;, pues también se puede direc-
x ar

tamente multiplicar por 2% o por /z. Esto se justifica por la Observacién de la pagina 126 del apunte.

» También podrian usarse otras combinaciones de los criterios/métodos presentados aqui.

o0

2k -3

k
W > es Convergente .

- ~

Solucion

Se demostrara que la serie es convergente y solo si r > 2/3. Se observa primero que el término general de la
2n —3

n
W) , que es no negativo para n > 2.

serie es a,, = (

(0,2 pts. por notar que el término general es no negativo.)
Para esto, se pueden usar el criterio del cocienteo el de la raiz n-ésima:




Primera forma para demostrar la convergencia (Criterio del cociente)

Se tiene que
any1 (2(n+1)—-3 a nd/2 \" _(2n—1\" n3r/? "oon—1
an  \ (n+1)3r/2 2n—-3)  \2n-3 (n+1)3r/2 (n+1)37/2

<1_17/2>n ' (( : )n)w'( T

(o) \ar) e
n

Ahora, se sabe que

)
n _ 2 _ g3/2-1/2

(0,2 pts. por expresar el cociente.)

7}1)11010 372\ = =e (0,5 pts. por calcular este limite.)
n
3r/2
i 1 1 eul .
Jim. m =S (0,5 pts. por calcular este limite.)
S — 1l oo si3r/2<1 oo sir<2/3
m ——— =02 si3r/2=1={2 sir=2/3

Y n+13r/2
e (n+ ) sidr/2>1 (0 sir>2/3.

(0,5 pts. por calcular este limite.)

Sir = 2/3, se tiene que

1
= de donde se concluye que

e3r/2
oo sir<2/3
lim 2t — 2 sir=2/3 (0,5 pts. por calcular el limite del cociente.)
n—0o @y
0 sir>2/3.

Asi, del criterio del cociente, la serie es convergente si y solo si r > 2/3.
(0,6 pts. por aplicar de manera correcta el criterio.)

.

Segunda forma para demostrar la convergencia (Criterio de la raiz n-ésima)

Se tiene que

2n —3\" 2n — 3
lim /a, = lim ¢ (n_) — lfm 222 (0,8 pts. por expresar el limite)

n— oo n—oo n3r/2 n—oo n37"/2

oo 3r/2<1 oo r<2/3
=4¢2 3r/2=1=<2 r=2/3 (0,8 pts. por calcular el limite)
0 3r/2>1 |0 r>2/3.

Asi, del criterio de la raiz n-ésima, la serie es convergente si y solo si r > 2/3.
(1,2 pts. por aplicar de manera correcta el criterio.)

10




Indicaciones de correccion

= Aqui se usan esencialmente limites de la forma

© a>f
., n®
am oF=q1 o=F
0 a<p,

donde a, 8 > 0 son fijos. Estos limites se pueden usar sin mayor justificacion.

14
b) El objetivo de este problema es demostrar que < Z — < — . Para esto, considere la funcién f: (0,00) — (0, 00)

2
T

dada por f(z) = — y siga el siguiente esquema:
e

i) (1,5 pts.) Demuestre que, para todo natural n > 2, se tiene que

n+1 n+1 n
S i< [ farde <3 s
k=3 2 k=2

Concluya que

n+1 n n+1
[ f@ar < sw < [ o+ 1) - fin ),

k=2

Solucién

Primero, se observa que f es decreciente en [2,00): su derivada es

2z - —2%- e  x(2-1)

f (CL‘) = (69”)2 = P ’

que es negativa si x > 2. (0,3 pts. por mostrar que la funcién f es decreciente.)
Para demostrar la primera desigualdad pedida, se puede seguir un método algebraico o geométrico:

Primera forma para demostrar la desigualdad (De manera algebraica)

Sean €Nconn>2 seake{2...,n} yseax € [k, k+ 1]. Como f es decreciente, se tiene que
f(k+1) < f(x) < f(k). Integrando en [k, k + 1], la monotonia de la integral muestra que

k+1 k+1 k+1
flk+1) = /k F(k) de < /k f(#)de < /k fk)de = f(k).

(0,5 pts. por mostrar la desigualdad anterior.)
Sumando desde k = 2 hasta k = n, resulta que

éfkﬂ <Z/

n+1
Por la aditividad horizontal, la expresién de la izquierda es igual a / f(x)dz. Ademds,
2

n n+1
S fk+1)=>" f(k)
k=2 k=3
de donde resulta
n+1 n+1 n
St [ r@de<y sb.
== 2 k=2

(0,3 pts. por mostrar la desigualdad anterior.)

11



Segunda forma para establecer la desigualdad (De manera geométrica)

Es suficiente con mostrar un esquema explicando por qué la desigualdad es vélida.
(0,8 = 2 x 0,4 pts. por dibujar correctamente los diagramas.)

/(2)

2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

n+1 n
Figura 6: Demostracién de / flz)dz < Z f(k)
2 k=2
f3) )
7@ 7
f(5)
g /(8)

1 =9 a0 sy sa2)

n+1 n+1
Figura 7: Demostracién de Z f(k) < / f(z) da.
k=3 2

12




Finalmente, como
n+1

SO FR) =D (k) - F2)+ f(n+1),
k=3 k=2

la dltima desigualdad se obtiene de observar que
n n+1

Y s - @+ s+ 1< [ fa)do
_ 2

k=2

y reordenar los términos. (0,4 pts. por concluir el resultado.)

. J

Indicaciones de correcciéon

s La demostracién geométrica solo necesita los esquemas y una explicacion breve del tipo “al sumar
los rectangulos con k = 2 hasta n quedan por arriba de la funcién, y al sumarlos de kK = 3 hasta n+1
quedan por debajo”. Si solo se incluyen los dibujos, sin ninguna explicacién, se asignan (0,5 pts.)

10

ii) (1,0 pto.) Muestre que / flz)de = .
2 e

Solucion

Por defincion, se tiene que
00 x x t2
/ f(z)dz = lim ft)dt = lim — dt.
2 z—00 Jo z—oo [ €
(0,2 pts. por escribir la definicién de la integral impropia.)
T 42
Se calculard entonces / — dt, para terminar tomando x — oc.
2 e

Se comienza integrando por partes con

u =t du = 2tdt
1 1
d?}:gdt, U:—g,

(0,1 pts. por proponer la integracién por partes.)

x
/o 2 4 T
= “Zldt=—-"4+ =42 —dt.
2 /2 ( et> e’ " e " /2 e’ *)

(0,2 pts. por realizar la integracién por partes.)

para obtener que
x t2 t2
/ Par=|-L
9 €t et

xr
t
Se calcula ahora / — dt. Integrando por partes nuevamente con
2 €

1
dv = —dt, v:fl,
ot

(0,1 pts. por proponer la integracién por partes.)

Tt t11” z 1 x 2 |
—dt=|—=|| - ——Jdt=—-Z2+= —dt
fae= -5l - L (2)e=-2ae 2
x 2 171* x 2 1 1 3 x+1
=—Ztmt|—=
e e e

(0,2 pts. por realizar la integraciéon de manera correcta.)

resulta

; et e et g2 g2 e*

Reemplazando en (x), se obtiene que

TR T A (3 w4l 10 24242
, T e taT e

e? e e? e

13



(0,1 pts. por calcular la integral de manera correcta.)

/°°t2_10
5, el ex’
P(z)

ya que lim ——* =0 para cualquier polinomio P (y, en particular, para P(z) = x? + 2z + 2).
T—00 €

Tomando limite con & — oo, resulta que

(0,1 pts. por calcular limite de manera correcta.)

Indicaciones de correccion

= También se puede calcular la primitiva / f de manera independiente y luego calcular el valor del

limite.
: . . P) . o . .
» No es necesario decir que lim —— = 0 para cualquier polinomio P; basta decir que el limite
r—00 e
. 242z +2
lim ——— es cero.
T—»00 er

iti) (0,5 pts.) Concluya usando las partes anteriores.
Solucién

De la parte i) se tiene que
n+1 n n+1
[ iy iwms [ s@ant 5@ - s,
2 2
para todo n € N con n > 2. Tomando n — oo y usando que f es no negativa, resulta que
o] o o]
/ f@)de <3 F(k) < / F@)dz+ f(2) — lim f(n+1).

(0,2 pts. por usar la definicién de integral impropia y establecer esta desigualdad.)

Este tltimo limite es
(n+1)2

lim f(n+1)= lim =0.

n—o00 n—oo enJrl

Asi, se deduce que

/2 f(rv)dwgkng(k)é / () de + f(2)

(0,1 pts. por enunciar este limite de manera correcta y concluir la desigualdad)
o0

10 4
De la parte ii), se sabe que / f(z)dz = —. Ademds, f(2) = —. Por lo tanto,
2 e e

10 & 10 4 14
s s G+5=5
k=2

€ €

(0,2 pts. por reemplazar f(2) y concluir la desigualdad.)

Indicaciones de correccion

= No es necesario explicar con tanto detalle. Basta decir algo como que se toma limite en la parte i) y
se usa la parte ii).

o o (n41)? o
= Tampoco es necesario justificar el limite lim u = (; basta con escribirlo.

n—oo entl
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