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PAUTA DEL CONTROL 2

P1. Considere la funcién f: A C R — R dada por f(z) = \/ﬁ + 1L

a) (1,5 ptos.) Encuentre el dominio de f, es decir, el mayor conjunto A C R tal que f(z)
es un namero real bien definido para todo = € A.

Soluciéon

f(z) esta bien definido si y solo si mi_g—i—l >0y xz—3#0.0.7 ptos. Resolviendo
la inecuacién obtenemos

r—3 - x—3

Por lo tanto, A = (—o0, 1] U (3, 00). 0.8 ptos.

b) (1,5 ptos.) Encuentre el conjunto imagen Im(f) y el/los cero/s de f.

Solucion

Para encontrar los ceros resolvemos la ecuacion f(z) = 0, para z € A:

2
=0 &< —— 1=
2
= =-1
Tz —3
<— 2=-x+3
<— z=1.

Por lo tanto, el unico cero de f es x = 1. 0.3 ptos.

Para encontrar la imagen, nos preguntamos para qué valores y € R = Cod(f),
existe x € A tal que y = f(z). Observamos que, como la raiz cuadrada de
un numero es positiva, cualquier y < 0 no esta en la imagen, luego asumimos
y > 0 y calculamos:

2 2
Y=/ +1 g Y’ = +1
T —3 Tz —3

— yPP-1= 2
Y -3
2
<— x—-3= 5
ys—1
2
— x=—--+3. 0.4 ptos.




Solucién

Asi, para y > 0, y € Im(f) si y solo si, y = f(z), con x = 5%1 +3€ A=
(—o00,1] U (3,00). Ahora,

2 2
y2_1+3§1 <= P +2<0
y2
— — <0
ys—1
— ye(-1,1). 0.3 ptos.

Por otra parte,

2
3>3 =
y2_1+ > y2_1

>0 < ye(—o00,—1)U(1,00). 0.3 ptos.

Asi, la imagen es [0,00) N [(—1,1) U (—o0, —1) U (1,00)] = [0,00) \ {1}. 0.2
ptos.

¢) (1,5 ptos.) Pruebe que f es inyectiva y encuentre una formula para f~!: Im(f) — A.

Solucién

Sean x,y € A. Se tiene

2 2
= — 1=4/——=+1
f@=i6) = (frgti=y g+
2 2
= I
:c—3+ y—3+
= 2 _ 2
zr—3 y—3
— x—3=y—3
= z=y.

Por lo tanto, f es intyectiva. 0.7 ptos. Del caluclo de la imagen en b) y de la
inyectividad de f se tiene que la tnica solucion = € A de la ecuacion y = f(z),
para y € [0,00) \ {1} esta dada por x = % + 3, es decir, f~1(z) = ﬁ + 3.
0.8 ptos.

Nota: Otro argumento para la inyectividad es usar la parte d) (con o sin de-
mostracion debe asignarse el puntage).

d) (1,5 ptos.) Pruebe que f es estrictamente decreciente.



Solucién

Sean x,y € A. Se tiene
<y <= r—3<y—3
()" lest.decrec. 1 1
<~ —— = ——0.7 ptos.
y—3 x—3
2 2
<~ — + 1 < — 41
Yy — -3
V/-est.crec. \/ 2 +1<\/ 2 41
z—3
= fly) < f(z).
Por lo tanto f es estrictamente decreciente. 0.8 ptos.

P2. Elegir solo una entre las partes a) y b). La parte ¢) se debe resolver.

a) (3 ptos.) Considere la funcién f : R — R dada por f(z) = A —sen(2z), con A € R
constante. Determine la paridad, el periodo minimo, el/los cero/s de f y realice un
esbozo del grafico de f.

Soluciéon

Como la funcién seno es impar y una funcién constante no nula es par (es
impar si es nula), f es impar si y solo si A = 0.0.4 ptos. Para cualquier A # 0,
f no es par ni impar pues suma de impar con par no puede ser par a menos
que sean ambas nulas. 0.4 ptos. El periodo minimo es el periodo minimo de
x +— sen(2z) el cudl es . 0.6 ptos. Los ceros son las soluciones de la ecuacion
sen(2z) = A, es decir, el conjunto de ceros es

0, si|Al > 1
{(—1)kaesintd) | kx ke 7}, si|A| < 1.0.8 ptos.

El grafico es una traslacion vertical en |A| unidades (hacia arriba si A > 0
y hacia abajo si A < 0) del grafico de —sen(2z) el cuél es una reflexién con
respecto al eje X de la funcion sen(2x). Abajo se muestra el grafico para A =
3/2. 0.8 ptos.

-3 -2 -1 0

-
Fa
[3¢]
..

b) (3 ptos.) Considere la funciéon f : A C R — R dada por f(z) = tan(z) — sen(2x).
Determine el dominio de f, la paridad, el periodo minimo, el/los cero/s de f.



Solucién

El dominio corresponde al dominio de la tangente, el cual es R\ {m :

k € Z}. 0.4 ptos. La funcion es impar al ser resta de funciones impares. 0.6
ptos. Su perfodo minimo es 7 al ser 7 el periodo minimo de la tangente y 7 €l
periodo minimo de x +— sen(2x). 0.5 ptos. Finalmente, los ceros estan dados
por las soluciones de la ecuacion trigonomeétrica tan(z) —sen(2z) = 0. Veamos,

tan(z) —sen(2z) =0 <~ f:)zég — 2sen(z) cos(z) =0 0.5 ptos.
1
<= sen(z) (m — 2(:05(3:)) =0
—] — 2 —]
< sen(zr) =0V cos() cos(z) =0
1 — 2 cos?
= :L":k7r,k‘€ZV—COS (x):(] 0.5 ptos.
cos(z)
1
<— uw=kn,k€EZVcos(x)=Et—
@)=+
— x:kw,keZszi%mm,kezv

3
3;=:|:Z7r+2k7r,k€Z 0.5 ptos.

¢) (3 ptos.) Demuestre la identidad trigonométrica cos(4z) = 1 — 8sin?(x) cos?(z).

Solucién

Veamos, para todo = € R se tiene que

cos(4r) = cos?(2z) — sen?(2x) 0.8 ptos.

1 — sen?(2x) — sen?(2x) 0.8 ptos.
1 — 2sen?(2z)

1 — 2[2sen(z) cos(z)]? 0.8 ptos.

1 — 8sen®(z) cos?(x). 0.6 ptos.

. Counsidere el triangulo de la figura

a) (2 ptos.) Use el teorema del seno para probar que

at+b _ sen(a) + sen(f)
c sen(7) ’




a __ sen(a)

b

Del teorema del seno se puede deducir que 2 0.8 ptos.y que ;| =

¢~ sen(y)
:ZEEE’; ;.0.8 ptos. Sumando los lados correspondientes se obtiene la identidad
deseada. 0.4 ptos.

b) (2 ptos.) Demuestre la identidad trigonométrica

sen(a) + sen(f8) = 2sen <0‘;5> cos (a 5 5) .

Solucién

Para todo z,y € R, sumando los lados correspondientes de las identida-
des sen(x + y) = sen(z) cos(y) + sen(y) cos(z), sen(z — y) = sen(x) cos(y) —
sen(y) cos(x),0.5 ptos. se obtiene que

sen(z + y) + sen(x — y) = 2sen(z) cos(y) 1 pto.

En particular, si a = z +y, 8 = ¥ — y, se tiene que x = 5=,y = 5=,
concluyendo la identidad deseada. 0.5 ptos.

c) (2 ptos.) Use las partes a), b) y una féormula de angulo doble para probar la férmula

de Mollweide
a+b % (#)

¢ sen (%)

Solucién

De las partes a) y b) se obtiene que

a+b sen(a)+sen(B) 2sen (aTw) cos (#)
c sen(7y) N sen(7)

0.4 ptos.
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Por otra parte, sen(y) = se 2) COS (:’2-) 0.7 ptos. y como a+ [+
s

~ = 7, se tiene que sen (T) =sen (5 — 3) = cos (}) 0.7 ptos. Por lo tanto,

() e ()

= 0.2 ptos.
)

atb 2 sen <#> cos (%) 2 cos 72-) os ( %5
- (3) sen (3

c
c sen(7) 2sen (1) co

TIEMPO: 3 horas
No olvidar colocar nombre y RUT identificando sus hojas de respuestas.



