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MA1001: Introduccién al Calculo 2024-1

Pauta de la Propuesta Control-2 Recuperativo

P1. Considere la parabola de ecuacién y? = 4x, cuyo foco lo denotaremos por F y sea P un punto que
se mueve en ella. Sea B la proyeccién de P sobre el eje OY. Sea M = (xu, ym) la interseccion

de las rectas OP y

(a) [2 puntos] Si el punto P = (xo, ¥0) # (0,0), entonces demuestre que Ym _ Yo,
XM X0

Solucion: Si el punto de la parabola es P = (xo, yo) no es el origen, entonces xo # 0y
yo # 0. Ademas notamos que como xp = Zyg, entonces xg > 0, y por lo tanto xo + 1 # 0.
La ecuacién de la recta OP, es y = }fx. Dado que el foco de la parabola es F = (1,0), se
tiene que la ecuacién de la recta ﬁ Zs y = yo(1 — x).

Asignar 1 punto por encontrar las ecuaciones de ambas rectas. ‘

Entonces xy,, satisface la ecuacién

)QXIVI = YO(l - XM)
X0

Como yy # 0, se tiene que:

1
—XM:].—XM
X0

1

0

X0
X =
M 14+ xg

Reemplazando en la ecuacién de la recta 03, se tiene que

:&x X _ Y
ym X0 1—|—X0 1—|—X0

Asignar 1/2 punto por encontrar las coordenadas de M.

Por lo tanto
Yo

M _ T _ Yo

Xg
Xm 10 X0

Asignar 1/2 punto por la igualdad entre el cociente de las coordenadas de P y

| el cociente de las coordenadas de M. |




(b) [1 punto] Demuestre que 4x%, + y2 = 4xum

Solucion: Considerando los valores de la parte anterior, tenemos que

4x3 N 7
1+x)?2  (1+x)?

Axiy + Yiy =

Como P = (xo, o) es un punto de la parabola se tiene que y3 = 4xp, por lo tanto se tiene
que:

4x2 4xg 4(x¢ + x0)
A2 42 — 0 _ "X
MM T T T T 02 L+

Asignar 1/2 punto por haber reemplazado y3 = 4x en la igualdad.

2 2 4X0(X0 =+ 1)

dxy + ym = (x0 + 1)2
4x
4X,%4 —l—y,%,, = ﬁ = 4-XM.

Asignar 1/2 punto por haber factorizado y cancelado, para obtener 4xy,.

(c) [3 puntos] Determine el lugar geométrico de todos los punto M. Si resulta una cénica,
determine sus elementos principales (foco, directriz, vértices, centro, excentricidad).

Solucién: De la ecuacién anterior, tenemos que:
4xzy — Axpy + ym =0
4(xiy — xm) + yiy = 0

1

1\ 2
4(XM—§> +yh=1
2
w2 v,
@ v
Que corresponde a una elipse, con semieje mayor paralelo al eje OY y eje menor paralelo al

eje OX.

‘/—\signar 1 punto por haber escrito la ecuacién canénica de la elipse y reconocerla como tal.

1
Su centro es el punto C = (§O>

Sus vértices son (1 1), (1 —1), (0,0), (1,0).

27 2

Asignar 3/4 puntos por haber descrito el centro y al menos 2 vértices del mismo eje.

Su excentricidad es e = ? Sus focos son (% \/7§> y (% —Tﬁ) )




Asignar 3/4 puntos por haber descrito la excentricidad y al menos uno de los focos.

—2

\/§y 2-Y /3

Sus directrices son las rectas D; : y =

Asignar 1/2 punto por haber descrito al menos una de las directrices.

P2. Considere la funcién real de variable real definida por

(a)

T si [x] <1

f(x) =

Ix si x| >1

[2 puntos] Determine Dom(f), ceros, signos y paridad de f.

Solucion: Dado que 1+ |x| #0, Vx e Ry %x3 es un polinomio, y por lo tanto definido
para todo namero real. Se tiene que Dom(f) = R.

Asignar 1/2 punto por haber determinado el dominio de f.

Notamos que $x® no es cero si |x| > 1. Entonces el Gnico cero de la funcién, ocurre cuando
1

x| +1

=0, yestoesen x =0.

Asignar 1/2 punto por haber encontrado los ceros de f.

La funcién es positiva en (0, 00) y es negativa en (—oo, 0).

Asignar 1/2 punto por haber descrito los signos de f.

Si x € [-1,1], entonces —x € [—1, 1] y ademas

x|+l x| +1

f(=x) —f(x)

Si x € (—00,0) U (1, 0), entonces —x € (—o0,0) U (1, 00), ademas

Entonces f es impar.

Asignar 1/2 punto por haber determinado que f es impar.

[2 puntos]| Estudie intervalos de crecimiento o decrecimiento de f. Determine el conjunto
imagen de f (o sea Im(f) o Rec(f) que es lo mismo), resolviendo explicitamente la ecuacién

y = f(x)
Solucién: Sea 0 < u < v < 1, entonces

f(v) - f(u) =

"4 u vV —u

v+l wu+l (v+1)(u+1)




El daltimo cociente, tiene un numerador positivo y un denominador positivo, por lo tanto
f(v) — f(u) > 0, es decir, f(u) < f(v).

Asignar 1/4 punto por haber determinado el crecimiento de f en [0, 1].

Sil < u < v, entonces
1 3 3 1 2 2
f(v)—f(u):i(v —u):i(v—u)(v + uv + u)

Como uv? +uv+v3>0yv—u>0, se tiene que f(u) < f(v).

Asignar 1/4 punto por haber determinado el crecimiento de f en (1, c0).

Por altimo, si 0 < u <1 < v, entonces 0 < f(u) < % y f(v) >

N|—=

Entonces, si 0 < u < v, entonces f(u) < f(v), es decir f es estrictamente creciente en
[0, o0)

Asignar 1/4 punto por haber determinado el crecimiento de f en [1, c0).

y por imparidad de f, la funcién f es estrictamente creceinte en todo R.

Asignar 1/4 punto por haber determinado el crecimiento de f en R.

Afirmamos que Im(f) = R. Probaremos que todo nimero real tiene preimagen.

Sea y €0, %] Buscamos x positivo y menor que 1, tal que f(x) = y. Es decir, 5 =y.
1 —
14+x Y
1
1—y—
Y 14+ x

Notamos que como 0 < y < % entonces 1 — y > 0. Por lo tanto

1
- -1
1—y X
1
- 1=x
1—y
Yy
X = —
1—-y

Claramente x > 0, si x > 1, se obtiene que y > 1/2, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto si 0 < x = % < 1, es preimagen de y via f. Ahora si y > % se tiene que
2y > 1, entonces /2y = x > 1, y x es la preimagen de y. Por imparidad de f se tiene que
Im(f) =R.

‘Asignar 1 punto por haber determinado el conjunto imagen de f.




(c) |2 puntos] Muestre que f inyectiva en su dominio y determine explicitamente f 1 : Im(f) —
Dom f.

Solucion: Por la parte anterior, tenemos que f es estrictamente creciente, por lo tanto f
es inyectiva en R.

Asignar 3/4 punto por haber argumentado que f es inyectiva.

Entonces, de nuevo por los calculos de la parte anterior, la funcién inversa de f~! : R — R

es:
== sio<x<1
1—x — — 2
-1 _ X : 1
f (X) == Tix SI — 5 S x <0
3 . 1
2x si x| >3
( 2
También se puede escribir:
X H 1
xS x| < 3

fHx) =
V2x s x| >

N =

Asignar 5/4 punto por haber determinado explicitamente f~1.

Tiempo: 1:30 horas.



